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1. 



Ueber Multiplieator-Gleichungen höherer Stufe 
im Gebiete der elliptischen Functionen. 



Von 

Paul Biedermann. 



Wir yerwenden im Folgenden durchweg die Bezeichnungen, welche 
Herr Klein in seinen neueren Arbeiten Aber elliptische Functionen 
und speciell elliptische Modulfunctionen benutzt. Man vergleiche 
dazu etwa Math. Ann. Band 14 und 17, sowie die Abhandlungen der 
Kgl. Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften von 1885. Es mag des- 
halb genügen, betreffs der hier eingehaltenen Bezeichnungsweise auf 
diese Arbeiten hingewiesen zu haben. 

Das Problem der Transformation nter Ordnung für die «te Stufe 
im Gebiete der elliptischen Functionen besteht in der Aufgabe, den 
algebraischen Zusammenhang zwischen einer ursprünglichen Modul - 
form wP(a>j, cos), welche entweder der «ten Stufe zugehört oder ihr 
adjjungirt ist, und der Gesamtheit der transformirten Modulformen 

Ff (DjS -^j ausfindig zu machen. Dabei ist gesetzt 

unter der Bedingung 

und dne Modulform F(a^^ tOf) heisst dann der «ten Stufe zugehörig, 
resp. ihr adijungirt, wenn sie bei jeder solchen mod« zur Identität 
congruenten linearen Substitution ungeändert bleibt, resp. sich nur 
um Einheitswurzeln ändert. Die Anzahl der oben auftretenden in 
Bezug auf die Untergruppe derjenigen linearen Substitutionen, welche 

Arek. dar lUth. «. Vhjs, 2. Beili«, T. Y. 1 
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mods zur Identität congnient sind, inäqaiyalenten Zahlenpaare cd/,— ^ 
sei mit N bezeichnet 

Die algebraischen Oleichnngen i^ten Grades, welche den ge- 
wanschten algebraischen Zusammenhang liefern, zerfallen nun in der 
Jacobi' sehen Darstellung, soweit Jacob i sie betrachtet, in zwei 
Classen, in Multiplicator- und Modular-Oleichungen. Bei seinen 
Multiplicator-Gleichungen ist die zu Grunde gelegte Modulform in 

Weierstrass' scher Bezeichnungsweise F(a>j, m^) — Ve^ — eu, also 
eine wirkliche Modul form; bei seinen Modular-Gleichungen ist sie 

4 

speciell eine Modul function, nämlich F(q)i, oi,) «- F(l, o>) = yk^). 
Mit Bezug hierauf wollen wir Oberhaupt die bezeichneten algebrai- 
schen Gleichungen, welche ein System von transformirten Grössen 
mit nicht-transformirten Grössen verbinden, Multiplicator- resp. 
Modular-Gleichungen nennen, je nachdem es sich dabei um trans- 
formirte Modul-Formen, resp. Functionen handelt. In dem 
Sinne als die Modulfunctionon einen speciellen Fall der Modulformon 
repräsentiren, begreifen also auch die Multiplicator-Gleichungen die 
Modular-Gleichungen in sich. 

Von eigentlichen Multiplicator-Gleichungen, also von solchen, bei 
denen eine wirkliche Modulform zu Grunde gelegt ist, finden sich 
ausser den Jac ob i 'sehen in der Litteratur noch diejenigen vor, bei 

12 24 

denen die Modulformen g^^ g^^) und y^ resp. V^') zu Grunde 

24 

gelegt sind. Da diese Modulformen ^s, ^s, yj der Gesamtgruppe 
der linearen Substitutionen der Perioden »„ a^ zugehören, resp. ihr 
adjungirt sind, werden wir die diesbezQglichen Multiplicator-Gleichun- 
gen solche IterStufe nennen. Da andrerseits die drei Modulformen 

Vei — ek der Gruppe der linearen Substitutionen der Perioden, welche 
mod2 zur Identität congruent sind, adjungirt sind, werden wir die 

# 

1) Man yergleicbe für die Jacobi'ichen Maltiplicator- und Modalar- 
GleichuDgen insbesondere Jonbert, „Sor les ^qnations, qni le rencontrent 
dans la th^orie de la transformation des fonctions eUiptiqnes*', Paris 1876 and 
Koenigsberger, „Vorlesungen aber die Theorie der elliptischen Functionen **, 
sowie |,Die Transformation, die Mnltiplication and die Modnlar-Gleichangen 
der elliptischen Functionen.^ 

2) Man rergleiche Felix Müller, ^De transformatione functionam ellip* 
ticarum* Berlin 1867. 

3) Man rergleiche Klein, Math. Ann. Bd. 15, Kiepert, Grelle Bd. 87, 
Harwits, Math. Ann. Bd. 18, Weber, Acta mathematica Bd. 6. 
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Jaeobi' sehen Mnltiplicator-GleichaiigeQ als solche 2t er Stufe be- 
zeichneii. 

Dies yoraosgeschickt liegt es nahe, auch Multiplicator-Gleichan- 
gen höherer Stafe zn stadiren, indem man fundamentale Modul- 
formen höherer Stufe für die Transfbrmation zu Grunde legt. Als 
solche empfehlen sich die Teilwerte der 0-Function: 

^fXfi^ — e ai ><Ou^tJ 

Es gelingt für sie einerseits, eine Theorie der Multiplicator- 
Gleichungen bei beliebigem » zu entwerfen, d. h. man kann für sie 
Uultiplicator-Gleichungen beliebiger Stufe studiren. Andrerseits ist 
es möglich, Oberhaupt alle Multiplicator- Gleichungen, Modular- 
Gleichungen, Modular-Correspondcnzen lediglich von den ax^^ aus- 
gehend zn behandeln. Es hat dies seinen Grund darin, dass die cxfi 
in der Tat Modulformen von fundamentalster Bedeutung sind. 

Wir beschränken uns auf die Multiplicator-Gleichungen im en- 
geren Sinne und zwar werden wir in einem ersten Abschnitt« die 
Multiplicator-Gleichungen der Teilwerte der 0-Function bei beliebigem 
» in den allgemeinen Umrissen studiren, um sodann im zweiten Ab- 
schnitt die Untersuchung für die niedersten Stufen bis in das Ein- 
zelne durchzuführen. 



Erster Abschnitt 

Allgemeines tker die Multiplieator-Glelchungen fttr die Teilwerte 

der tf-FnnettOB* 

i 1. Die Teäwerte der (t'Fk$ncUon, 

Die Haupt-Eigenschaften der aXfi sind in den beiden eben citir- 
ten Abhandlungen des Herrn Klein bereits abgeleitet worden. Wir 
stellen dayon für unsere Zwecke folgendes zusammen: 

Die beiden Grössen l und fi können an sich beliebige ganze 
Zahlen sein; doch giebt es bei gegebenem s nur eine begrenzte An- 
zahl ¥ verschiedener 0a^, da die Relationen bestehen: 



I) Man TergMche Klein, Berichte d. Kgl. Siebs. Ges. d, Wissensch. 
1S84, sowie die Abhandlangen derselben Ton 18S5. 






(1) #^M«.^»f«* — (— 1) € • «a^ 



(2) • ••JU 



Bei fmmmmr i n^wcix t em « ist maMondm »och n betete«, dass 
eise gc w iMe ABxahl tob d^ ab bereits n des FMtorea tob « ge- 
hOftig aamncheidea nad. Weas 

gesetzt wird, so dass 

— ('-^X'-?X-?) 

die Anzahl der med« incongmcnten homogmeo liaearea Sobstitatioiieii 
▼00 M|, «0, beseichnet, so zählt man fftr dieses v ab: 

»— -=3 filr «»2 
(8) /und 

'=£=«-,^)('-^.)('-?)-»">-' 

Das Verhalten der ^a^ bei linearer Snbstitntion der 
Perioden cvj, »fi 

•/ — ir»i -f ^»^ »,' — y»|-f.d»„ («* — ft^ — 1) 

anlangend gilt die Formel: 

Dies besagt unter Bezngniüime anf (1) und (2) , dass die einem 
bestimmten « zogebOrigen verschiedenen ax^ sich bei linearen Sub- 
stitutionen der Perioden »|, «, bis auf vortretende 2s te Eiuheits- 
wurzeln unter sich permutiren. Es lassen sich daher durch lineare 
Substitution der Perioden aus irgend einem cxjn die sämtlichen v 
demselben $ zugehörigen aXß und nur diese ableiten. 

Ueben wir weiter insbesondere auf »i, »^ eine lineare Sub- 
stitution aus, welche mod« zur Identität congruent ist, also eine 
Substitution : 



1) DIf selbe Zahl bat neaerdinga auch Herr Kiepert angegeben, indem 
er dl« AniabI der redacirten Teilwerte fiten Grades der p-Fnnction bestimmt 
Man rergleiche Math. Ann., Bd. 26, pag. 878. 



im Oebute dtr eUiptiMchen F^tndumen, 5 

wobei 

(6) («a+l)(#d+l)-#ft.#c =- 1' 

st, 80 findet sich aaf Gmiid von (4) und (1) 

(7) a^(.^,,.,')^(^lf'^^^+''^^'^ 

Spedell f&r ungerades # lässt sich (7) noch zusammenziehen. (6) hat 
dann nämlich die Relationen zur Folge: 

ab-\'a^ed-\'dEBOy ad'-\-bö^a — d (mod2) 

und demgemäss lässt sich in diesem Falle fttr (7) schreiben: 

(7*) (fJ^fi{mi\ O — ff -* cxaini, w,), 

2in 

wobei e -» « ' gesetzt ist. Diese Formeln (7) und (7^) lehren, dass 
sich jedes aXfA bei linearen Substitutionen von f»i, 09„ 
welche mod# zur Identität congruent sind, um 2fte resp. 
«te Einheitswurzeln ändert, je nachdem« serade, resp. 
ungerade ist Jedes aXft bleibt aber auch erst bei Substitutionen, 
welche med« zur Identität congruent sind, bis auf Einheitswurzeln 
angeändert Die Modulformen a^/isind somit der «ten Stufe 
adjnngirt 

Ersetzt man in (5) und (6) a, &, ü, d durch 2s a\ 28 b\ 2ie\ 
2ffcl', re^. ffa', Mb'j «</, »df^ je nachdem « gerade oder ungerade ist 
(was man im Folgenden immer mit Leichtigkeit ergänzen wird), so 
entsteht eine lineare Substitution der Perioden, welche mod 2«^, resp. 
modff^ zur Identität congruent ist Wir bemerken infolge von (7) 
und (7^) ohne weiteres, dass dann jedes oxn ungeändert bleibt. Andrer- 
seits bleibt aber auch das einzelne aXfA erst bei Substitutionen, 
welche mod2#3, resp. mod«^ zur Identität congruent sind, ungeändert, 
und nicht etwa schon bei Substitutionen, welche mod< zur Identität 
congruent sind, wo t<^2ff^, resp. <<<«> ist Die aXfi sind daher 
Hodulformen von der Stufe 2«>, resp. «*. 

Für alles Folgende ist das Verhalten der ax^ bei linearen Sub- 
stitutionen der Perioden f»i, f»s von fundamentaler Wichtigkeit Wir 
bemerken daher in dieser Bichtung noch spedell Folgendes: 
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1) Liegen allgemein zwei lineare Snbstitationen ü und V (in 
symbolischer Bezeichnung) der Perioden vor, welche modp unter sich 
congruent sind, so lässt sich jede von beiden aus der andern durch 
eine lineare Substitution TF der Perioden herstellen, welche modp 
zur Identität congruent ist In der Tat folgt aus 

UW=- F, ]F= 17-1 F, 

d. h. mit Rflcksicht auf 27= Fmodp 

TF=lmod^. 

Wenden wir diesen Satz auf unsere cF;gu an, so zeigt dies, dass 
zwei lineare Substitutionen der Perioden, welche med St'p 
resp. mod«^ unter sich congruent sind, auf ein ciß die- 
selbe Aenderung hervorbringen. 

2) Ausser den betrachteten linearen Substitutionen, welche mod« 
und mod2«^, resp. mod«* zur Identität congruent sind, interessiren 
noch die zwischenliegenden mod(m«) zur Identität congruenten linea- 
ren Substitutionen, unter m einen Teiler von $ verstanden. Man 
überzeugt sich auf Grund des pag. 5 angegebenen unmittelbar, dass 

2f M 

eine solche lineare Substitution jedes axu um eine — te, resp. -te 

£inheitswurzel ändert Dieser Satz schliesst die pag. 5 entwickelten 
Sätze als speciale Fälle ein. 

3) Schliesslich bemerken wir, dass die Coefficienten einer linea- 
ren Substitution der Perioden beliebig mod2f^ modificirt werden 
dürfen, ohne den Einfluss derselben auf ein aXfi zu beeinträchtigen, 
gleichviel ob die Substitutions-Determinante dabei gleich 1 bleibt, 
oder ob sie nur ^ lmod2«< wird. Das Bemerkenswerte daran liegt 
darin , dass man auch für ungerades « die Substitntions- 
Coefficienten nur mod2«* modificiren darf, wenn man 
keine Rücksicht auf den Wert der Substitations-Determinante nimmt 
In der Tat ist, wenn man 

setzt, bei ungeradem s 

und also erst 

cXf.\(a+Ä2s')a,t + (ß + B2s*)a^^ (y+C72#«) ai,-f (d-f D2#») ih} 
= + OA/i{ai»i-f/J(0„ ycDi-f Ja,}. 
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§ 2. IVantfomuUion nter Ordnung, Wahl der Repräsentanten^ 

die Funetionen xXfjS^. 

Nachdem wir über die tfA^u orientirt sind, lassen wir nunmehr 
Transformation nter Ordnung eintreten, wobei n immer relativ prim 
zu 9 vorausgesetzt wird. Es heisst dies , wir ersetzen die ursprüng- 
lichen Perioden ooi, o, durch alle möglichen Zahlenpaare 

(8) öi(0 = irrfctti+ft(»„ j^^{i) ^ Xl^h±^L üiii^ßiYi^l, 

welche so beschaffen sind, dass niemals je zwei dieser Zahlenpaare 
äquivalent, d. h. durch eine lineare Substitution 

mit einander verbunden sind. 

Soll zuvörderst das einfachste transformirte Periodenpaar od^, 



~ nut 



iro9i -{-nß — ^* - 0», 4" ' ~ * *^ — «/J - « 1 



n n ' ' n ' n 

äquivalent sein, so ist offenbar dazu notwendig und hinreichend 

(9) y = (modn). 

Dieselbe Betrachtung und dasselbe Resultat gilt, wenn in dieser 
kleinen Betrachtung m^ und m^ selbst wieder linear substituirt wer- 
den, wenn also 



mit 



0»! + bo», , —^ ', ob — bc 



y( '<o,+Ca>t)+^(«Ci+>>«>«) 



äquivalent sein solL Deuten wir, wie dies bereits pag. 6. geschah, 
symbolisch durch P, Q, U^ 7 je eine lineare Substitution der ur- 
sprünglichen Perioden iO|, »f an, also 

F Qfidj-j-bi»^ Ca)j4'^<>''s9 ob — bc «=» 1 

femer durch P<^), QC«*) das daraus gebildete transformirte Perioden- 
daar, also 

P(-) 0«,+«»«^ '-^^i^ 

und schreiben nach einander auszuführende Operationen in der Reihen- 
folge von links nach rechts, so liegt in dem Bemerkten folgender 
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Satz: Damit zwei transformirte Periodenpaare P(**) und 
Q<") äquivalent sind, damit also 

Pin) «, Q(») V 

sei» ist notwendig und hinreichend, dass in 

P— QD 

die lineare Substitution ü — (a, ft y, i)^ (aö^ßf — 1) die 
Bedingung (9) erfüllt. Und zwar ist dann 

(10) V = (a, nß, J d). 

Als Index N (man vergleiche pag. 2.) der Untergruppe (9) in Bezug 
auf^ die (Jesamtgruppe der linearen Substitutionen ergibt die Ab- 
zahlung, wenn sich n in Primfactoren schreibt: 

— (•+F.)('+k)('+y- 

Die unendliche Zahl von Periodenpaaren 

awj+b«^ — y QD — bc — 1 

zerftllt also in N Classen, welche so beschaffen sind, dass Perioden- 
paare derselben Classe äquivalent sind, und das Periodenpaare ver- 
schiedener Classen inäquivalent sind. Irgend welche JV Perioden- 
paare aus je einer dieser JV Classen geben daher ein vollständiges 
System von transformirten Periodenpaaren ab, oder bilden ein voll- 
ständiges „Repräsentantensystem^ der genannten JV Classen. 
Die noch vorhandene Willkür in der Auswahl der Repräsentanten 
aus jeder Classel wird mau benutzen, um das Repräsentantensystem 
von vom herein so zweckmässig als möglich zu gestalten. Da wir 
die ox^ transformiren wollen, welche von der Stufe 2^, resp. ^ sind, 
erscheint es als angemessen, jedem Repräsentanten eine Bedingung 
mod2«^, resp. mod«> aufzuerlegen. Es ist dies zulässig, da die ein- 
zige die völlig willkürliche Auswahl der Repräsentanten beschrän- 
kende Bedingung (9) eine Congruenz modn ist, beide Bedingungen 
also verträglich sind, indem n und # relativ prim sind '). Am ein- 
fachsten ist es, die Repräsentanten 

(8) 5,(0-«.a,,.f/J.cö|, 5,(0 « l^iülÜ^, 



1) Dm Allgemeine dietbes. grappentheoreUsche Prindp findet man bei 
Klein, Matii. Ann* Bd. 17., pag. 67« 
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a%9i—ßiyi = 1, 1 « 1, 2, . .. iV 
80 zu wählen, dass die Grössen 

mod2fS, resp.mod«^ zur Identität congrnent sind. Wir setzen also 

resp. 

5,(0-(^a/ + l)«^+.«6/»^ 5.(0= *'^«.+ W + lK 

£8 wird sich zeigen^ dass unter dieser Yoraassetzang die Grössen 
(U) »A/iW = tfA/il ö,(0, 5,(0}, »-1, 2, ... JV 

direct ohne vortretende Einheitswurzeln die Wurzeln der zu betrach- 
tenden Multiplicator-Gleichnngen sind. Um späterhin in den Fällen 
der 2ten bis 5ten Stufe einfach mit den Hauptmoduln und für die 
höheren Stufen mit vollen Systemen von Modulfunctionen operiren 
zu können, und nicht mit vollen Systemen von Modulformen operiren 
zu mOssen, werden vrir die sA/u^O durch eine nicht-transformirte Mo- 
dulform als Zusatzfactor in Modulfunctionen ttberführen und als 
Wurzeln unserer Gleichungen zu Grunde legen: 

(11*) arA/|(0 - — = Jj^ . t = 1, 2, . . . iV. 

Dadurch wird der Charakteri unserer Gleichungen als Mnltiplicator- 
Gleichungen in keiner Weise geändert. 

Die benutzten Repräsentanten (8) erweisen sich jedoch als un- 
geeignet, wenn es gilt, die xx^ functionentheoretisch zu discntiren, 
denn das zugehörige q ist 

und somit vermitteln jene Repräsentanten keine Reihen- und Pro- 
duct-£ntwicklungen nach q. Dies leistet das folgende, schon von 
Jacobi benutzte vollständige Repräsentantensystem 

«^ ««jH-^^. .-1,2,... iyr 

worin 
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ist, ond a^, c», di nicht-negative ganze Zahlen ohne einen allen dreien 
gemeinsamen Teiler sind, ^ach dem pag. 7) nnd 8) Bemerkten 
ist jeder der N Repräsentanten (11) ans dem entsprechenden, mit 
gleichem Index versehenen Repräsentanten (12) ond nor ans diesem 
durch eine lineare Substitution Aiy Biy C», Z>^ A^Df—BiQ — 1, ab- 
leitbar. D. h. es bestehen die Relationen: 

A,Di—BiCi^ 1 

Bestimmen wir diese JV linearen Substitutionen und deren Einfluss 
auf die cxnf so können wir die Wurzeln xXfS^ unter Berücksichtigung 
der vortretenden 2«ten Einheitswurzeln Ex^i^^ in den Repräaentanten 
(12) schreiben, was beabsichtigt wurde. So ergiebt sich: 

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass im all- 
gemeinen nicht fOr jedes > 

sein wird. In den Fällen « — 2, 3, 4 lässt sich dies jedoch er- 
reichen, wenn a in (12) etwas modificirt wird ^). Benutzen wir aus 
diesem Grunde an Stelle von (12) das Repräsentantensystem 

(12*, _J, , resp. -^. 

wobei oit ciy di den alten unter (12) angegebenen Bedingungen ge- 
nflgen, so wird die Ausfbhrung der angedeuteten Schritte im Ein- 
zelnen folgende. 



1) Dieser Umstand, dass beim üebergang vom Beprftsentantensystem (8) 
sam Beprisentantensystem (IS) eine sa transformirende Modalfoim oder Modnl- 
fnnction Ster and höherer Stufe nicht ausnahmslos erhalten bleibt, sondern 
snm Teil durch die andern gleichberechtigten Modolformen nnd Modnlfnnctionen 
derselben Stufe ersetxt wird, ist schliesslich wol der Grund, aus dem in der 
Litteratur gewöhnlich nicht am BeprisentantensTStem (IS) festgehalten wird. 
So benntst beispielsweise Koenigsberger nach dem Vorgänge tou Her« 
mite: 

-^. ^ , oidi^n, Ci<^ai. 
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Wir setzen an: 



n 



V n n • « 

(13) resp. 

M n ' n 

Dies fahrt nach m^^ m^ getrennt zu: 
i n(2e»ai'+l) = Aiai + Bi2s^ei, n2^bi' = Bidi 

resp. 

\ 8^ci' — Qa<+A**c^, «•*' + ! — A* 

and deren Auflösung nach Ai^ Biy C«, Di mod2«*, resp. mod«* er- 
giebt: 

(U) Ai = di^ Bi= 0, Ci = 0, Di = di'^ mod2#«. resp. modt*. 

Darin ist Di^ dt durch Di di^ 1 definirt und fftr ungerades 
« ist nach pag. 6) Nr. 3) die Substitutions- Determinante {AiD% — BiCi 
durch Modification der Substitutions-Coefficienten mod«* gleich 1 
zu machen. Somit kommt , wenn wir die neuen Repräsentanten in 
(11) einführen: 

d. h. 

(.5) .vo-,^,^^-.{?^.?f!-d:*!2i} 

resp. 

n ' n ) 

und folglicb 
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(lob) »i^W 






resp. 









CXfA 



EXi 






ffXß 



§ 4. FerAaZt«n <2fr xX/i^*^ bei Ui^earer Subttüutioti der Perioden cO],»}. 

Fflr die jetzt aozastellende gruppentheoretiscbe Betrachtung be- 
DQtzen wir die schon pag. 6. erklärte Symbolik und schreiben die 
xXfA^^ folgendermassen: 

^^ 9Xfi ■" aXfAd) 

Die Austtbnng einer linearen Substitution P der Perioden mj, oo^ 
führt dies in 

ttber. Die Auswertung des Nenners dieses Bruches erledigt sich 
direct nach der Formel (4); es ist aber noch der Z&hler zu be- 
handeln. 

Da die i2|(**) , t » 1, 2, . . . jY, ein volles System von Repräsen- 
tanten bilden, ist (RiP)(*^) bis auf eine durch die Formel (10) de- 
finirte lineare Substitution Vi mit einem andern der N Repräsen- 
tanten iZ/**) identisch; es ist also: 

(16) (B,P)(») — Ä/H Vi, 

worin ; wie i ebenfalls von 1 bis N läuft, abgesehen von der Reihen- 
folge, welche für das Folgende gleichgiltig ist Diese Gleichung 
formen wir um in 

(Ä.P)(-)-(Ä;üi)^-), 
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worin Ut die jedem Vt in der pag. 8. angegebenen Weise eindeutig 
»geordnete lineare SnbsÜtotion ist, und daraus folgt: 

(16b) RiP'^RiVi. 

Da infolge der tou uns getroffenen Reprftsentantenwahl 

Ri'^Rj niodS«*, resp. mod«* 

ist, erfahren wir aus (16b), dass 

(17) TJi^P mod 2«>, resp. mod #* 

ist. D. h. zunächst, alle üi sind mod 2«^, resp. mod«' unter sich 
congment Dann sind aber auch sämtliche Vi mod 2«', resp. mod«' 
unter sich congment und solche Substitutionen bnugen auf ein ax/u 
angewendet dieselbe Aenderung hervor. Die Aenderung des Zählers 
jedes der N xXfi^^ besteht demgemäss nach (16) einfach darin , dass 
auf alle N yerschiedeue transformirte Periodenpaare ein und die- 
selbe durch Combination von (17) und (10) zu bestimmende lineare 
Substitution V{ auszuObeu ist. Schreiben wir die vorgegebene lineare 
Substitution F — (o, b, c, b), (ab — bc := 1) in der Form 

(18) P = («, /J, ny, *) mod SJt*, resp. mod«*,; 

cÄ— ^ny = 1 mod 2«', resp. «=» 1, 

wodurch öx/a in axä-i-fämy, nß^fiä übergeht, so wird 

Vi ^ (o, n^, y, J) mod 2«', resp. mod «' 

nnd diese verwandelt oxß in o;.a-f/iy, Xnß-i-fid. Damit haben wir fol- 
gendes Resultat gewonnen: Um die (xXf^^y zu bestimmen, in 
welche eine lineare Substitution von (tf^, m^ die N xx^S^) 
fiberführt, bringe man P auf die Form (18); dann ist: 

worinj'mit », von der Reihenfolge abgesehen, von 1 bis 
i\r läuft Es geht also ein System von JV Grössen xXfjS^ bis auf 

(flm 

eine vortretende Eiuheitswurzel und einen Factor - — iQ einsl der 

V Systeme von N Grössen xim^^ über. Darin liegt folgende wichtige 
Eigenschaft der Multiplicator-Gleichungen für die axfi begründet. 
Die den v verschiedenen axß entsprechenden v simultanen Multipli- 
cator-Gleichungen sind von einem höheren Standpunkte aus nicht 
wesentlich von einander verschieden, sondern ebenso wie sich aus 
einem axu alle anderen durch lineare Substitutionen der Perioden 
ergeben, lassen sich aus einer dieser v Gleichungen die sämtlichen 




14 Bt«<f«raiaiiii: <7«6«r Miäiiplicmtor'OUiektmgm IMerm' Stufe 



anderen dorch [lineare Snbstitiition der Perioden «^ , m^ ableiten. ' * ^ 

Von demselben höheren Standpunkte ans, Ton dem es nnr ein a;gu ^^ 

giebt, existirt also auch nnr eine Multiplicator-Oleichnnff '^ 

der betrachteten Art, irelche aber wie ein cXfi v gleich- '™ 

berechtigte Formen annehmen kann. '^^ 

Es ist evident, dass der Satz flberhanpt fOr alle Mnltlplicator- 
Oleichnngen 2ter nnd höherer Stufe gilt, und das Interessante daran 
liegt im wesentlichen nnr in der einfachen (hier durch die Formel 
(19) markirten) Art nnd Weise, wie man diesen Uebergang von irgend 
einer der Gleichungen zu den übrigen simultanen bewerkstelligen ^ 

kann.^) 



§ 4. Stt^e einer MuUtpUeaior' oder Modular-Gleickmtg. 
Exietenz der MuUiplicator-Oleiekungen. für die xlfx^^. 

Im Anschlnss an die bereits eingangs gebrauchte Benennung der 

12 

Multiplicator-CHeichungen fQr Vz/, g^ g^ als solcher erster Stufe nnd 
der Jacobi'schen Multiplicator-Gleichungen als solcher zweiter Stufe 
(man yergleiche pag. 2) wird es sich empfehlen, allgemein folgende 
Definition der Stufe einer Multipllcator-Gleichung (und 
damit auch einer Modular-Oleichung) zu geben : Wir bezeichnen eine 
solche Gleichung als eine solche <ter Stufe, wenn die zn Grunde 
gelegte Modulform (oder Modulfunction) der <ten Stufe adjungirt ist 
oder zugehört, unter t die kleinst-mögliche Zahl verstanden.*) 

Da die tfA^u der «ten Stufe adjungirt sind, sind die Hultipli- 
cator-Gleichungen für die MXfM^% resp. xx^^*^ von der «ten 
Stufe. 

Geeignete Combinationen der v zu einem a gehörigen verschiede- 
nen cxß sind sichtlich schon einer Stufe t adjungirt, wo t irgend ein 
Teiler von s ist Legen wir derartige Combinationen zn Grunde, so 
erhalten wir also Multiplicator-Gleichungen resp. Modular-Gleichun- 
gen von einer Stufe, die irgend ein Teiler von « ist Z. B. ist das 



1) Betreflii der drei Bimoltaneii Jacobi'schen Mnldplicator-Gleichangen, 

welche den Modulformen V«! — «n r «i — «s» V ^ — ^ entsprechend existiren, 
tot in der Litteratnr gewöhnlich nnr Ton der letsteren die Rede. 

S) Hiermit weiche ich von der Darstellnng in meiner Note in den Be* 
richten der Kgl. Sachs. Gesellsch. d. Wissensch. von 1SS5 ab. Die jettt an 
Gmnde gelegte Definition dflrfte wesentlich daxn beitragen, die DarsteHnng 
einheitlicher au gestalten; man rergleiche diesbesflgüch etwa die beiderseitige 
Darttdlnng des specSellen Falles « = S. 
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Aodiict Aer v verschiedenen cxfi der Oesamtgmppe der linearen 
Sobstitationen a^jnQgirt; diese Combination führt sonach anf Mnlti- 
jtticator-Gleichnngen erster Stufe. Zwischen diese beiden extremen 
Fälle der Mnltiplicator-Oleichnngen erster und «ter Stufe schalten 
mh weiter Mnltiplicator-Oleichnngen von Stufen ein, welche den 
Teflern von s entsprechen. 

Da wir im Vorausgehenden allgemein die Gesamtgruppe der 
Knearea Substitutionen von <»„ m^ in Betracht gezogen haben und 
nach den Formeln (19), (1), (2) das Verhalten der fl?A^(*') bei beliebi- 
gen linearen Substitutionen dieser GFesamtgruppe kennen, sind wir in 
den Stand gesetzt, den verschiedenen Gongruenz-Untergruppen der 
Gesamtgmppe entsprechend, nunmehr die Existenz aller dieser 
Multiplicator- und Modular-Oleichungen der verschiedenen Stufen fftr 
die orAju^O and ihre Combinationen zu erscbliessen. Dies will sagen, 
wir können die Stufe der Coefficienten dieser Gleichungen angeben. 
Dabei sind diese Coefßcienten stets rationale Functionen des vollen 
Modnl*Systems der betreffenden Stufe, da die xxn^^ algebraisch von 
demselben abhängen.^) 

Uns interessiren hier vorzugsweise die Multiplicator-Gleichungen 
#ter Stufe far die xXfS^ selbst; wir behaupten, fQr sie gilt in der 
bezeichneten Richtung folgender Satz: JeiVGrOssen xXfi^^^ i -» 1, 
2, ... iv; genflgen einer Gleichung iVten Grades, deren 
Coefficienten der «ten Stufe adjnngirt sind und zwar in 
Bezog auf «te Einheitswurzeln. 

Um dies zu beweisen, wenden wir anf ein System von »kiA^*\ 
» = 1, 2, ... N^ irgend eine lineare Substitution an, welche mod« 
Enr Identität congruent ist, also: 

p=z (#a-f-l, «b, «c, *b + l), (#a-f l)(*b+l)~«bK — 1, 

oder, wie wir mit Bücksicht anf pag. 13 besser schreiben: 

P» ü^ ('<>+^9 ^^ ^^^ «d-j-l)mod2f^ resp. modt', 
(«a-f 1)M+ 1) - #6 UM = 1 mod 2f>. 

Das zugehörige V ist nach (10) : 

F^(«a-{-l, nsh^ «c, #d-j-l)mod2#*, resp. mod«^ 

Die Aenderung von xXia^^ bei Ausübung von P auf 09i, »t ist 
nun nach pag. 13 so beschaffen, dass man auf das tfA^ des Z&hlers 



l) Man Tergleiche Klein, „Ueber die elliptitchen Nonnalennren der nten 
Ordnang etc.**, Abhandl. der math.-phji. Claaae der Kgl. Siehe. Oeiellscb. 
d« Wiisenach^ Bd. 13, pag. 345, 
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die Sabstitntion F, aaf das cXfi des Nenners die Substitution U aus- 
zuüben hat. Da sichtlich 

ir= 7= (1, 0, 0, l)mod2#, resp. mod« 

ist, so geht mxu^^ in o^a^O*) über, multiplicirt mit einer «ten Einheits- 
wurzeL Die homogenen symmetrischen Functionen eines Systems von 
xkfS^^ t — 1, 2, ... i^ ändern sich also bei linearen Substitutionen 
der Perioden co^, ca^, welche mod« zur Identität congruent sind, nur 
um «te Einheitswurzeln, d. h. sie sind in der Tat Modulfunctionen, 
welche der «ten Stufe in Bezug auf «te Einheitswurzeln adjungirt 
sind.') Ihre Stufe ist jedoch »\ 

Dies ist nur der allgemeine Typus der Coefficienten. Jenach 
dem speciellen Verhalten einerseits des Grades m der homogenen 
symmetrischen Function in den xA/a^O und andrerseits der Zahl n zu 
9 nehmen auch die CoefQcienten speciellere Eigenschaften an. 

Das erstere betreffend leuchtet ein , dass wenn der Orad m der 
homogenen symmetrischen Function ein Teiler Ton « ist, sie sich 
bei Substitutionen, welche mod« zur Identität congruent sind, nur um 

9 «> 

~te Einheitswurzeln ändert und nur die Stufe - hat 

Das zweite anlangend ist zu beachten, dass wenn n ^ 1 mod2fii, 
resp. modm ist, unter m wieder einen Teiler von « verstanden, 
U^ F^ (1, 0, 0, 1) mod 2m«, resp. modm« ist Es tritt also eben- 
falls eine Reduction der Höhe der vortretenden Einheitswurzeln und 
der Stufe der Coefficienten durch Division mit m ein. 

Betrachten wir beispielsweise den äussersten Fall n^ 1 mod 2« 
resp. mod«, so ist bei dieser Voraussetzung (7= F ^ (1, 0, 0, 1) 
mod2«^ resp. mod«*, d. h. die homogenen symmetrischen Functionen 
der xXfiS^ oder die Coefficienten der betrachteteu Multiplicator- 
Oleichungen bleiben in diesem Fall bei Substitutionen, welche mod« 
zur Identität congruent sind, ungeändert, gehören also der «ten Stufe 
selbst an. 

Der pag. 15 abgeleitete allgemeine Satz postulirt die Darstellung 
von Modulfunctionen ^((») der Stufe «^ welche der «ten Stufe ad- 
jungirt sind. Diese lässt sich leisten, wenn ein volles Modulsystem 



1) Da anaserdeiB ein System tod i^^OrOssen xXfJS) nicht schon bei Sabsti- 
tntionen, welche nach einem niedrigeren Modul als s aar Identität congment 
sind, bis aaf Bhiheitswnrteln in sich übergeht, so sind die homogenen symme- 
trischen Fanctionen eines solchen Systems anch nicht bereits einer niedrigeren 
Stofe adjungirt. 
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«ter Stafe M^^ M^y ... Ma ond das Fandamental-Polygoa «ter Stofe^) 
als gegeben erachtet werden. Um dies zu erörtern, bezeichnen wir 
dieses Fnndamental-Polygon , welches zur Gruppe der linearen Sab- 
Btitntionen gehört, die med« zur Identität congruent sind, kurz als 
das der Multiplicator-Gleichung „zugehörige Funda- 
mental- Pol ygon^^ Für alles Folgende kommen nur die Eck- 
punkte desselben in Betracht, welche auf der reellen Axe der ca- 
Halb-£ben6 liegen und in Bezug auf die genannte Untergruppe 
in&quivalent sind; wir nennen sie die Ecken des Fundamental- 
Polygons. Da sich die darzustellenden Modulfunctionen ^M bei 
Substitutionen, welche mod« zur Identität congruent sind, um stß 
Einheitswurzeln ändern, so ist 

unter R eine rationale Function verstanden. Irrationale Functionen 
eines vollen Modulsystems «ter Stufe, welche eindeutige Functionen 
von 09 sind, können nur in den Ecken des Fundamental-Polygons 
«ter Stufe verzweigt sein.^ Dies heisst, es ist zur Darstellung von 
^tt) notwendig und hinreichend, in 



(30) ♦(«) - Vä, (JWi, JWi, . . . Ma) Ä,( JMi, Jl^, . . . Ma) 



yn^iÄf^y 3fj, . . . Ma) so zu constmiren, dass es 

1) nur in den Ecken des Fundamental-Polygons «ter Stufe ver- 
zweigt ist und 

2) ein Gongrnenz-Modul der Stufe «^ ist. 

Damit ist die verlangte Darstellung von ^(oo) gegeben. Es liegt 
auf der Hand, wie sich diese allgemeine Darstellung von ^(co) spe- 
cialisirt, wenn einer der beiden pag. 16 namhaft gemachten specieUen 
Fälle vorliegt. 

Bevor wir in der Behandlung unserer Multiplicator-Gleichungen 
für die xXfi^^ fortfahren, dürfte es angemessen sein, an dieser Stelle 
einiges Wenige über die Behandlung der andern Transformations- 
Gleichungen mit den cxfi^ resp. xXf^*'^ einzuschalten. 



1) Betreib der Definitioo und Constmction der Fondamental-Polygone 
vergleiche man Hnrwits, Math. Ann. Bd. IS, pag. 537, ff. 

S) Dies ist eine nahe liegende Verallgemeinemng des Math. Ann. Bd. 14, 
pag. 118 von Herrn Klein angegebenen Sataet. 

Aieh. d. Xath. o. Physik. 2. BeOie, T, V. ^ 
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§ 5. Behandlung andrer TransfarmationiÖleiehungen tnä den öXfi» 

Die andere der beiden pag. 14 und 15 erwähnten Angaben, 
nämlich die Aufgabe, die Moltiplicator- nnd Modolar-Gleichangen fbr 
die Gonibinationen der xxjuS^ zn stndiren, wird dadurch bedeutungsvoll, 
dass sich zeigt dass die in der Transformations-Theorie gewöhnlich 
betrachteten Modulformen und Modulfunctionen sich in einfacher 
Weise durch die axft darstellen. Man vergleiche hierzu I» § 3 der 
bereits citirten Abhandlung „Ueber die elliptischen Normalcurven etc.^ 
des Herrn Klein. Die Existenz dieser Gleichungen, die Stufe ihrer 
Coefficienten, lässt sich unter Anwendung des § 4 benutzten Ver- 
fahrens erschliessen. 

Es mag genügen, explicite einerseits darauf hinzuweisen, dass 

IS 

man die Multiplicator-Gleichungen für yj und die Jaco hinsehen 
Multiplicator-Gleichungen von den (fa/u ausgehend behandeln kann. 
In der Tat bestehen beispielsweise die Belationen: 

4 



2e 



und 



3^ 
2 -1 



(22) gpi = 4 4 <^io" T- 

bin 
T 



resp. 



^'n — 4 4 ■ 



3ix liK 



(22b) y^ii^«,4^, y^;z:^«e^-^ 



^10 ^U ^01 ^Xl 



V«, — «5 = « 



hin 



Andrerseits gestatten z. B. die Formeln: 
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'--fö)'<-"=-(^')'-" 



I 2 



«io*+»V3(»oi»^'~^^ 



(23) 



Sin 

<^02 ^18 ^M ^8« ^4« 

QDter £, 0, )¥ eine bestimmt normirte Tetraeder-, Octaeder-, Ikosaeder- 

4 

Irrationalität verstanden, die Modular-Gleichungen fttr Vky VA;, X;, Ar', 
£, Vo, 0, is auf Grand der ax/i zu behandeln. 

.. Wie fQr die 2te Stufe die fundamentalen Modalar-Gleicbnngen 

4 

nicht eigentlich diejenigen für k*^ sondern diejenigen fttr Vk sind, 
insofern sich ans den letzteren die ersteren ableiten lassen, wird man 
z. B. bei « = 3 mit Vorteil die Modalar-Gleichangen fttr 



Stadiren. Oder da beispielsweise wieder bei « — 3 die Tier Grössen 
^'oi) ^'lo» ^119 ^1* ^in Tolles Formensystem 9t6r Stafe oder die Qao- 
tienten o^: ö^q : tf^ : tf|2 ein volles Hodalsystem 9ter Stufe ab- 
geben, so bieten sich die aXß sehr einfach dar, am die zogehörigen 
Correspondenzen zn stndiren. 

Aehnliches wird fElr höhere Fälle zu bemerken sein. 

Wir beschränken ans nanmehr daraof, die Maltiplicator-Gleichan- 
geo fttr die Grössen xa^^O selbst in das Ange za fassen. Es mag 
jedoch bemerict werden, dass die weitere Behaod!aogsweise im Priocip 
aach dann zor Geltang kommt, wenn es sich am Combinationen der 
jpyo handelt. 



1) Mao Tergleiebe den IL AbtdiDitt des Texten, ferner pAg. 77, 7S der 
Hole des Herrn Klein rom 2. Ifln 1885 in den Berichten der KgL 8. Oes. 
d. Wiatenich. JNeoe Unterraehnngen Aber elliptitehe Modolfanctionen der 
niedenten Stufen^ nnd tchUeMlich Bianchi, Math. Ann. Bd. 17, ptg. 244 
nnd pag. 252. Jedoch sind in der genannten Mira-Note nnd bei Bianebi 
^*t £, 0| s in andrer Weise als hier fixErL 
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§ 6. JFbrm der Co^ffieiefU&n und Äf^Mt$lhtng der Oleiehungen. 

Das Ziel, welches sich eine aUgemeine Theorie der Transfor- 
matioDs-Gleichangen setzen wird, ist dies, es möglich zu machen, bei 
vorgegebener Stnfe und vorgegebener Ordnung n der Transformation 
die ins Auge gefasste Gleichung mit der kleinst-mOglichen Anzahl 

anbestimmter Constanten anzuschreiben, welch letztere dann durch die 
Einsetzung der particulären Reihenentwicklungen nach q bestimmt 
werden können. 

Um uns in der allgemeinen Betrachtung der Hultiplicator. 
Gleichungen Air die «a^(*) diesem Ziele zu nfthers, haben wir nunmehr 
die Coeffidenten, welche wir auf die Form (20) gebracht haben, 
weiter zu studiren. 

Der nächste Schritt ist folgender: Da es fiClr « — 2 nur - und 
flir # >> 2 nur ;^ verschiedene «a^, dagegen f&r # = 2 /? und f&r 

a 

8<C2 ^ nicht-homogene mod 8 incongruente lineare Substitutionen 

von %, »i giebt, so eiistiren nach (19), (19^) fCUr jede Gleichung 
für ein System von N Grössen xXfiS*> # nicht-homogene mod# in- 
congruente lineare Substitutionen von (o^, co^, welche die Gleichung 
in sich ttberfdhren. Da sich bei diesen # Substitutionen die Moduln 
i^, M^ .,. Ma des voHen Systems für die «te Stufe in gewisser 
Weise ändern, so eriialten wir auf diese Weise für jeden Goeffi- 
cienten ^(a») von der Form (20) a Bedingungen, # Func- 
tional- Gleichungen. 

Noch weiter ttber die Form der Coefficienten kann uns die bisher 
benutzte gmppentheoretische Methode nicht orientiren. Dazu wird 
eine functionentheoretische Discussion erforderlich. 

Der erste Schritt in dieser Richtung ist es, die cx/t als Potenz- 
reihen und unendliche Producte darzustellen. Dazu ziehen wir fol- 
gende Formeln heran: 

(24) &,iv, 10) - Y^{-m ^ »^^+^^ ' 

worin 

uin 

»1 
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1J,u« 



2» 2«! 
(25) * («) - —"^ », (^ , „) 



i;,t»» 



3»a-a 






(26) y^ = { y^^q'" ^d-g»)} ■ 



Damit wird: 



(27) «i^ 



— «77* « *A — 5i — 'V 






2i«« 21;f» ,,,,.,, 

y^ -* 

und 



2»" 



(28) iJAA.-tSe'^ /)e' (i'-e * q * 



Die beiden letzten Oleiehnngen vermitteln unter Bezugnahme auf (15^) 
die Reihen- nnd Product-Entwicklnng der xXfjM^. 

An diese Formeln knüpft nun die fnnctionentheoretische 
Discnssion einerseits an. Des einfachen Ausdrucks nnd der An- 
schaulichkeit wegen wollen wir dabei wieder vom Fundamental- 
Polygon nnd seinen Ecken sprechen (man vergleiche dazu pag. 22). 

Zunächst kann man auf Grund von (28) und (15^) die Werte 
sämtlicher a^A/i^O in der Ecke o> «- too des Fundamental-Polygons in 
endlicher und geschlossener Form angeben. Es ist, resp. verh&lt 
sidi nfttnHch fttr «i — in erster Annäherung: 
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kin kiTC 

1) wenn ^ — 0, ex,, = i^(e ' — e ' ). 

kfiin kiit fi^ fi 

2) wenn|»>0, <^Aai— -»g^« '^ ' q' '• 



Beispielsweise ist daher fOr ^ 


-0: 






• f 


i<2^»n 




Act^tTC 


<«ii (•) ] 


€ ' - 


-« 


« 


di 


1 kin 




At9S 




' *•- 


-e 


8 



Da die sämtlichen flhrigen Ecken des Fnndamental-Polygons 
durch lineare Substitution der Perioden aus dieser einen hervorgehen, 
wird durch die Formel (19) das Gleiche für die Übrigen Ecken ge- 
leistet Man kann sonach von vornherein die particulären Multi- 
plicator-Gleichungen angeben, auf welche sich die allgemeine ftü* be- 
liebiges (0 giltige Multiplicator-Gleichung in den Ecken des zugehörigen 
Polygons reducirt Damit ist bereits eine gewisse Anzahl dpr zunächst 
unbestimmten Constanten, welche in die allgemeine, für beliebiges o> 
giltige Multiplicator-Gleichung eingehen, bestimmt. Denn um von den 
particulären Multiplicator-Gleichungen ausgehend die allgemeine zu 
bilden, um also die Gleichung von den Ecken des zugehörigen Fnn- 
damental-Polygons aus gewissermassen über das ganze Fundamentc!- 
Polygon hinweg fortzusetzen, hat man ihnen nur geeignete Zusatz- 
glieder zu geben, deren Coef6cienten die Form (20) haben und 
ausserdem den pag. 20 namhaft gemachten s Bedingungen genügen. 

Weiter zeigen (28) und (15^), dass allgemein die Wurzeln xXfjS*> 
nur in den Ecken des zugehörigen Fnndamental-Poly- 
gons null und unendlich werden, und bei vorgegebenem s 
lehren sie, in welchen dieser Ecken die Wurzeln null und unendlich 
werden und in welchen sie endlich bleiben. Setzt man dies in Ver- 
bindung mit der Lage dar Null- und Unendlichkeitspunkte des be- 
nutzten vollen Modulsystems J/j, M^ ... Ma^ so erhält man andrer- 
seits noch weitere Bedingungen für den Aufbau der Coefficienten. 
Es gelingt dadurch, diese Coefficienten als rationale ganze Functionen 
gewisser Aggregate der 3f], M^ ... Ma aufzubauen. Der Grad dieser 
ganzen Functionen wird leicht abgezählt, wenn man die Anfangs- 
glieder der Reihen-Entwicklungen der J/^, üf^, ... Aia und der xa^(0 
berücksichtigt. Damit sind wir in der Tat in den Stand gesetzt, im 
begebenen Falle die Multiplicator-Gleichung mit einer gewissen Anzahl 
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TOD unbestimmten Constanten anzuschreiben, wie dies im Eingange 
dieses Paragraphen beabsichtigt wnrde. 

Fflr die zuletzt angedeutete Discussion der Coefiicienten und auch 
bereits ftr die s pag. 20 erschlossenen Bedingungen wird naturgemäss 
die spedePe Auswahl und Werte- Verteilung des vollen Modul-Systems 
A^y M^ ... Jiic für die «te Stufe massgebend. Sofern wir nicht ttber 
eine allgemeine Theorie voller Modulsysteme beliebiger Stufe ver- 
fügen, hat daher die Einzel-Untersuchung der F&lle « = 2, 3, 4, ..., 
bei denen wir geeignete Modulsysteme besitzen, die Form der Cdeffi- 
denten im Detail zu studiren. Die nunmehr folgenden, ausführlich 
behanddten Fälle # «» 2, 3, 4 sind in diesem Sinne durchaus nur als 
die ersten und einfachsten Beispiele zu betrachten. 



Zweiter Abschnitt 

Speelelie Behandlung der MultipUoator-Gleichungen der niedersten 

Stufen fflr die Teilwerte der tf-Fnnetion. 

Erstes Gapitel: «»2. 

§ 1. ZtuamtMnhang der öXß mit k*. 

Wir recapituliren zunächst das Wichtigste, was sich aus I, § 1 
fOr den vorliegenden Fall « — 2 ergiebt 

a) Bei beliebigen linearen Substitutionen von co^, co^ permutiren 
sich die ax/n bis auf vortretende 4te E^nheitswurzeln und aus irgend 
einem der drei verschiedenen cx/a lassen sich daher durch lineare Sub- 
stitotion der Perioden sämtliche drei öXfA und nur diese ableiten. 

Dies wird übrigens auch anschaulich, wenn wir die Tabdle für 
den Einfluss der beiden Erzeugenden 

8) a>i' — »1, «)j'= «»1+ flOj und 

(1) 

T) coj = -— (Off ojj' = o>| 

der Oruppe auf die öXft angeben. Nämlich greifen wir tfoi« ^io> ^u 
als die drei verschiedenen cXfi heraus, 



so geht Of^ tfio ^'u 

(2) ( S , . +tfu +c,o -ttfoi 

+ ^40 — «bj ""»<^u 



bd Ausübung von | ,p über in 



Auf Grand dieses Schemas werden alle folgendes Tabellen ohne 
erläuternden Text Terständlich sein. 

b) Bei linearen Snbstitntionen von s*,, n, , welche modS zur 
Identit&t congraent sind, ftndert sich jede« oj^ im allgemeinen nm 
eine 4te Einheitflwnrzel , d. h. die 9X/i Bind der 2ten Stnfe 
adjnngirt 

c) Bei linearen Substitutionen von ■»„ u,, «eiche mod4 znr 
Identitftt congrnent sind, ändert sich jedes cxfi im allgem^nen nm 
eine 2te Einheitswnrzel. 

d) Bei linearen Snbstitntionen von Uj, «,, welche modS mr 
Identität congrnent sind, bleibt jedes «if, nngeftndwt, d. h. die sx^ 
sind von der 8ten Stnfe. 

e) Die Snbatltntions-CoeESdenten von linearen Snbiütntionen der 
Perioden, welche snf die sx/i ansgeabt werden, dürfen beliebig mod 8 
modificirt werden. 

Ftlr den Hanptmodnl 2tQr Stnfe k* setzen wir (mit Weierstrass): 

(3) e-^_^- 16, ((i+3)(i+^,(i+5.,...) 

- 16,11 ~8ä+...| 
wobei 

Die Znsanunenhftnge (3), (3'') geben das Verhalten von £* bei 
AnsObang von S and T, n&mUch: 



Die Werte-Yerteilnng von A* in den drei Ecken (u — too , 0, 1 
des Fnndamental-Polygons 2ter Stofe anlangend giebt die Definition 
(3) <fc*((<») — 0. Der Punkt » — entsteht ans « — ido dorcb die 

n^AMitln.. T TM» Aru>n»inn fi tM.^ aoki i naiil i »ll « __ fl jn «• 1 
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sind. Es genflgt, einen Qnotienten, etwa -^ zu behandeln, da sich 

der andere daraus durch' die Ausübung von S ergiebt Die 
Werte von öq^ und a^o für o) »- üb folgen ans I. , (28), und daraus 
ergeben sich dann weiter mit Bezug auf (2) die Werte fElr »«« 0, 1; 
es findet sich so in erster Annäherung: 

«)— ,00) tfoi = — 2^.5-i, tflrt=s — — 

(6) / (0=0) ^01--;^ ^io-+2^S"* 

4 

«•-D <Joi-*' ^3-*, ^io- + g-ir* 

Da nach I., (28) die tfV nur in den rationalen Punkten der reellen 
Axe null und unendlich werden, wird also -^ null nur für ä;* = 1, 
unendlich nur für iE;' — 0. Das giebt den Ansatz: 

Ziehen wir beiderseits das erste Glied der Reihen-Entwickelnngen 
heran, so lehrt dies C — — 1, somit: 

Bilden wir auf die oben angegebene Weise noch den anderen Quo- 
tienten —^ und schreiben beide Resultate in einer fortlaufenden 
Proportion, so ist das Endresultat: 

(7) ^01* • V' ^^u* = (1-Ä^ :ifc«:-l. 
Es folgt daraus beiläufig die Identität: 



§ 2. Die xXu^^, Ihr Verhalten bei linearer Substitution der Perioden 
flOs, «^. Die Transformationen der Gleichungen in sich. 

Die Bepräsentanten I, (8) 



V -^**-l 



o^i^^aiofi+ßio^^ OjW. 



n 



Oiii-^ßiyi = 1, » — 1, 2, ... N, 
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fiär Transformation nter Ordnung (n ungerade) sind so zu w&hlen, 
dass die linearen Substitutionen der Perioden 

modS zur Identität congruent sind. Betreffs des andern Beprft- 
sentanten-Systems I, (12 b) 

beachten wir, dass * ungerade, also A= <2,~-i = <4mod8 wird. 
Deshalb wollen wir setzen di = 2^t-f-l und beachten, dass 

''^^^ +1). M» +1) « (-1)' ^j^ ißt. 
In den beideiiei Repräsentanten geschrieben haben wir so für die 

dj — 1 ( ottt)^ 8c<iD,-|-€fta>a { 

(8) xA,(o - ^^y^/'^} ^ (_i, 2 ''^ )— ' i^;; I 

£s handelt sich nunmehr weiter um das Verhalten der aXfi bei linearer 
Substitution der Perioden (»i, «o^. Da wir diese linearen Substitu- 
tionen sämtlich aus S und T zusammensetzen können, berechnen wir 
nur die Aenderungen von S und T auf dem dirocten in I. § 3. an- 
gegebenen Wege. 

Es entspricht einerseits: 

P=5- l/-(l, 0, 1,1) = 

(1, 0, 1.1, 1), / (1, 0, 1, 1), 

(l, 0, 3.3, 1), \ (1, 0, 3, 1), 

(modS) V= ) 

(1, 0, 5.5, 1), j (1, 0, 5, 1), 

(1, 0, 7.7, 1), [ 11, 0, 7, 1), 

worin nach einander die vier Fälle unterschieden sind n ^ 1, 3, 5, 
7 mod8. 

Andrerseits entspricht in analoger Weise: 

P-r- 17- (0, -1, +1, 0) = 

(0, -1, 1.1, 0), / (0, -1, 1, 0), 

(0, -1, 3.3, 0), \ (0, -3, 3, 0), 

(modS) V= ; 

(0, -1, 5.5, 0), } (0, -5, 5, 0), 

\ (0, —1, 7.7, 0), [ (0, «-7, 7, 0). 
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Berechnen wir den Einflnss dieser 8 med 8 incongmenten linearen 
Sabstitntionen von einer Determinante, welche ^l(mod8) ist, anf 
die drei cxß^ so können wir damit unmittelbar das Verhalten der 
asXfA^^ bei Ausübung von 8 und 7 tabelliren. 

Im Falle n = 7mod8 z. B. beachten wir, dass 

r- tr= (0, -1, +1, 0) <- —^^ii 
F=-(0, --7,7,0) tf,/=+»a„ 

zur Folge hat und also T jedes a^i^*) in 



yerwandelt 



— T- =- — »1,^; 

— »Oll 



Die vollständige Tabelle fOr den Einfluss von S und T ist fol- 
gende, wobei wir die oberen Indices % undj unterdracken und ausser- 
dem noch die Tabelle durch Combination von 8 und T zu den sechs 
mod2 incongmenten linearen Substitutionen vervollständigen: 



«1)1 ^0 *11 

+ \ +\ + 
8) -» 

+ \ + 



fc» 



*«-l 




*io T >'oi ~ 



1-*» 



«1 



+ + r" 



«11 -- >«oi +*>aJio ** 

+ 



+ ^ + \ + 

Ä2) — 



«10 +»Vait -H>«oi '^'^** 

+ 
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+ \ + 

STS) +( { I 1 

Gleichzeitig ist damit fQr das weitere das Verhalten von Je^ bei den 
sechs mod2 incongmenten Substitutionen tabellirt worden und die 
vierfache Fallunterscheidung bezieht sich immer auf die Fälle n=l, 
3, 5, 7 med 8. 

Es geht also durch lineare Substitution der Perioden «»j, Wf ein 
System von NxXfi^^ bis auf 4te Einheitswurzeln wieder in ein solches 

System ttber ohne einen solchen Factor • ?rie er nach L (19) 

bei allgemeinem s sich einstellt. 

Die Tabelle (9) zeigt weiter die beiden Transformationen der 
drei simultanen Oleichungen in sich. Es bleibt nämlich die 
Gleichung far ar^, c^q, x^^ (unter Ausschluss der identi- 
schen Operation) ungeändert, wenn man in derselben 
resp. die lineare Substitution ST8^ 8y T der Perioden 
vornimmt. 

Die Anwendung von I., § 4. auf den vorliegenden FaU 8 = 2 
giebt als allgemeinen Satz: Je i^ Grössen wXfi(% • — Ij 2, ... N^ 
genttgen einer Gleichung i^ten Grades, deren Coeffi- 
cienten der 2ten Stufe in Bezug auf 2te Einheitswur- 
zeln adj ungirt sind. 

Die beiden Spedficationen werden diese: 

a) Ist n^l mod4, so sind sämtliche Coefficienten 
von der 2ten Stufe. 

b) Ist n^3 mod4, so sinddie Coefficienten abwech- 
selnd von der 2ten Stufe und der zweiten Stufe in Be- 
zug auf 2te Einheitswurzeln adjungirt, je nachdem 
die homogene symmetrische Function der xXfi^^^ welche 
den Coefficienten constituirt, von geradem oder unge- 
radem Grade ist 



§ 3. Werte der Wurzeln »Xfjf^'> in den Ecken dee FundamenUü- 

Polygane. 

Aus (8) und T., (28) erhalten wir unmittelbar die Werte der 
Wurzeln im Punkte » — t oo. Die Tabelle (9) ermöglicht es sodann, 
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aof Ornnd derselben die Werte in den beiden andern Ecken des 
Fimdamental-Polygons anzugeben. Anf diese Weise ist, resp. ver- 
hält sich in erster Annfthernng: 



2 ^ '^'^ /*U ) 



m^ico) (—1) ^e 

+ ) ä^ 

dj-l 
2 

»-»••) (-1) i^ 

+ 



*-l 



-•»I . ' i 



(10) <t,o ^ + y (-1) 






di 



e 



"^ ' di—1 2c«» 






-<-) 



A- 



2 

»-=»») (—1) ^e 

+ 



1 _ 2€iin f^^x\ 



»,0 ^ j (-1) ä^e 



*— 1 2c<»« M A 
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Wir achten darauf, dass uns diese Tabelle folgendes lehrt : 

1) In einer Ecke des Fundamental-Polygons sind sämtliche N 
Wurzeln xx^SO seines Systems endlieh und Yon null verschieden. 

2) In jeder der beiden andern Ecken werden die NxXß^*'^ eines 
Systems stets zu einem Teil null und zu einem Teil unendlich 
(ausserdem, wenn n eine Quadrat-Zahl ist, noch zu einem Teile end- 
lich und ^0). 

Die damit gefundenen Null- und Unendlichkeitspunkte der Wur- 
zeln sind nach I., § 6. die einzigen im Fundamental-Polygon 
zweiter Stufe. 



§ 4. Form der CoeffieienUn^ Aufstellung der Oleiehungen, 

Betreffs der Form der Coefficienten haben wir zun&chst die all- 
gemeine Betrachtung von pag. 6. etc. auf Modulfunctionen ^(o) in 
Anwendung zu bringen , welche in Bezug auf zweite Einheitswurzeln 
zur zweiten Stufe actjungirt sind. Es genügt, nur diesen allgemeinen 
Fall zu behandeln, da der specielle Fall der Coefficienten zweiter 
Stufe durch [if'(o)]* gegeben ist 

Zuvörderst ist: 

folglich, da y<o>) als eindeutige Function von a» nur in o« too, 0, 1 
verzweigt sein kann 

(11) ^a) « ( yi^Y (yi-Ä«)^Ä(P) 

unter a, ß beliebige ganze Zahlen verstanden. Diese Darstellung 
genügt bereits von selbst der notwendigen Bedingung, einen Con- 
gruenz- Modul zu geben J 

Um k und h' eindeutig zu definiren, gehen wir auf (7) zurück 
und setzen: 



(12) A:- + .-^^ *'=-*r^« 



11" ^n 



10 • , ."Ol 



Im Anschluss hieran tabelliren wir nach dem Schema (9) auch das 
Verhalten von 2;, k' bei den sechs mod 2 incongrueiten linearen 
Substitutionen: 
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(9b) 



s 


4^* 


+h 


1) 


+*' 


-Hfc 


25) 


^i 


+-i 


ST) 


+i 


+4 


iTS) 


+\ 





Damit ist zugleich die Werte- Verteilung von k und k' in den Ecken 
des Fnndamental-PolygonB gegeben; es findet sieb: 

k k' 
o, = »od) 1 
(13) w=0) 1 

«)« 1) 00 OD. 

Weitem Aofschlnss über die Form der Coefficienten als durch (11) 
erhalten wir nach pag. 20 durch die Transformationen der Glei- 
chungen in sich. Um mit Hilfe deren zunächst die Exponenten a 
und ß in (11) zu bestimmen, bringen wir lineare Substitutionen in 
Anwendung, welche mod2 zur Identität congruent sind, weil da- 
durch mk^ in (11) nicht geändert wird. Die erzeugenden Substi- 
tutionen dieser Untergruppe sind S^ und TS^T; wir erhalten daf&r: 





«tii 


«10 


«11 


k 


k' 


s^ 


—«Ol 


+ «10 


—«11 


-k 


+k' 


T&T) 


-Kl 


—«10 


-«11 


+k 


— r 



Da ^co) ein Coefficient ist, welcher eine homogene symmetrische 
Function ungeraden Grades der za/*> ist, erfordert dies, dass diese 
Coefficienten bez. von der Form sind: 

t»'ii(«) - «:'Ä(ife«) 
wenn ^V der Gleichung für die «XfA^*^ angehört. 

Um nunmehr auch Aufschluss über die Form von R(k^) zu er- 
halten, benutzen wir die aus (9) zu entnehmenden Transformationen 
der Gleichungen in sich, welche von linearen Substitutionen der 
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Perioden heirflhren, welche nicht mod2 zar Identität congrnent sind. 
Dies lehrt nnter Bezugnahme auf (9 b) : 

(14) 

^.o(») - (*" + ]-)r (k* +v^ = (*' + j> {(*'+ \y] 

^„(„)=(.f-4)fi(^+j^) 

-(4-4>{(4-4)r 

Die weitere Discnssion ist fanctionentheoretischer Natur: Nach 

§ 3. und Formel (13) werden die Worzelu o^i, x^^j x^ nur nall und 

1 1 h* 

unendlich bez. für unendlich grosses k und t, h' und t>, -|-t r- und 

k 
— tw- Dies heisst: DieCoefficienten der Gleichungen sind» 

wenn man dieselben so anschreibt, dass die höchste Po- 
tenz den Coefficientenl hat,rationaleganzeFnnctionen 

bez. der beiden Argumente h und r, h' und 77, +»7- und 

k 
— ijy und das constante Glied jeder Gleichung ist un- 
abhängig von ib', also eine Constante und kann daher 
unmittelbar nach (10) angegeben werden. 

Damit eiiialten wir nun aus (14) die definitive Form der allge- 
meinen Coefficienten, welche der zweiten Stufe in Bezug auf zweite 
Einheitswurzeln adjungirt sind, in der Gestalt: 

W«)-(*+|)e{(*+öl 

US) vio(") - (*'+ y)G )(*'+ \, y\ 

♦«'->=(I-4)'')(.M)1 

worin O eine rationale ganze Function andeutet. Wie bereits am 
Eingange dieses Paragraphen erwähnt wurde, erhalten wir aus (15) 
die specielle Form der Coefficienten einerseits im Falle n=lmod4 
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and andrerseits im Falle, dass fflr n = 3 mod4 die homogene sym- 
metrische Fanction der Wurzeln von geradem Grade ist, durch 
Qnadriren, also: 



(15) X^oM - G {(^'+iy\ 



um bequem von irgend einer der drei simultanen Gleichungen zu 
den andern fibergehen zu können, tabelliren wir noch das Verhalten 

der drei Argumente (^-|~l) 6^* ^^^ Ausübung von S und T: 

(16) 8) -X,, +X,o +Xo, 

Die gefundenen Resultate betrefflB der Form der Coefficienten 
lassen sich übrigens in folgendem Satze zusammenfassen: Im Falle 
ii = lmod4 sind die Coefficienten der Gleichungen für 
die xXfA^^j sofern wir die Gleichungen mit dem ersten 
Coefficienten 1 anschreiben, gerade ganze Functionen 
von ÄXfi und im Falle n^3 mod4 abwechselnd gerade und 
ungerade ganze Functionen von Xx/u je nachdem die be- 
treffende homogene symmetriscthe Function derWurzeln 
selbst Ton geradem oder ungeradem Grade ist 

Der Grad jedes Coefficienten in XXfi resp. Xxp? bestimmt sich 
dadurch, dass man mit (10) das erste Glied der Reihen-Entwicklung 
jedes Coefficienten in den drei Ecken des Fundamental-Polygons an- 
geben kann. Die Yergleichung mit dem Anfangsgliede der Reihen- 
Entwicklung von XXfi in denselben drei Ecken liefert dann in der 
Tat den gesuchten Grad der ganzen Function im Argumente XXfi 
resp. Xx/A^. 

Unter Benutzung aller der im Vorhergehenden abgeleiteten Eigen- 
schaften unserer Multiplicator-Gleichungen für die xxm^*) ist man je- 
derzeit im Stande, bei vorgegebenen n die Gleichungen mit einer 
gewissen Anzahl unbestimmter Constanten anzuschreiben. , Diese 
können dann durch Einsetzen der Reihen-Entwickelungen einer Wurzel 

Areh. der Math. n. Phys. 2. Reihe, T. V. 3 
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xA/u^O und des XXfi nach q bestimmt werden. Da wir alle i^ Wurzeln 
noserer Gleichungen kennen, kann man auch dnrch Bildung der 
symmetrischen Functionen der Wurzeln jeden Coef&cienten einzeln 
bestimmen. Im einzelnen Falle kann es auch, um mit möglichst wenig 
Gliedern der Reihen-Entwicklungen auszukommen, zweckmässii? sein, 
beide Methoden zur Bestimmung der unbestimmten Constanten zu 
combiniren. 

Dieser Process der Bestimmung der unbestimmten Constanten 
kommt, in einem geometrischen Bilde gesprochen, darauf hinaus, jede 
Gleichung von den Punkten a>= too , 0, 1 aus, fttr welche sie durch (10) 
gegeben ist, über das Fundamental-Poljgon hinweg fortzusetzen. 

Uebrigens liegt auf der Hand, dass es genügt hätte, die ganze 
Entwicklung nur f(lr eine der drei simultanen Gleichungen zu geben. 
In diesem einfachsten Falle 8 = 2 haben wir es vorgezogen, die drei 
simultanen Gleichungen auch wirklich simultan zu behandeln, um ihre 
Gleichberechtigung vollkommen vor Augen zu fahren. 

Eine genügende Controle für die Richtigkeit der bestimmten 
Constanten erhält man, wenn man noch ein weiteres Glied in den 
Reihen-Entwicklungen hinzunimmt, welches bei der Bestimmung der 
Constanten nicht beteiligt ist Auf diese Weise sind die Constanten 
in allen im folgenden gegebenen Beispielen verificirt worden. 



. § 5. Beispiele: n = 3, 5, 7, 9. 

n« 3. 

Wir wollen etwa die Gleichung für die a\)](*') auf directem Wege, 
behandeln. Die Grössen Oiy 8ct, dt für das kanonische Repräsen- 



:eui 1, 


U^-; „ • 


n 


Wü 




a« 


8c, 


di 


1) 


1 





3 


2) 


3 





1 


3) 


3 


8.1 


1 


4) 


3 


8.2 


1. 



Die vier Wnrzelo sind daher diese: 



«0. [j- «-,} -•/, , 
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«Ol U ^'J Ve \ 



( 8»», + <»,\ 
«Ol (»1, -^) V. 



''Ol 

V*> = + — L-^— L= c« 'V... 

Gleichzeitig ist dabei das erste Glied ihrer Reihen-Entwicklangen 
mariiirt worden. Die Beihen-Entwicklang von Xq^ beginnt 

tmd die Reihe in der Parenthese schreitet nach ganzen Potenzen von 
q fort Dnrch Bildung der symmetrischen Functionen £xqj^% 
££acf^i^m^f(^^ etc. erkennen wir, dass nur der erste Coefificient mit 

einem Gliede in q beginnt, nämlich mit Cq . Es hängt somit nor 
der erste CoefBcient von JK^ ab und zwar ist er eine lineare ganze 
Function von X^. 

Die particolären Mnltiplicator*01eichnngen in den drei Ecken 
des Fnndamental-Polygons sind: 

m — too, 2^1—00, «Ol* — 

für; • " ^' d. h. ftr -Sil - 2, («bi-i)(«oi+l)» 

» — 1, 2^1—00, Xqi^ — 0. 

Deshalb erhalten wir sofort ohne eine unbestimmte Constante als 
allgemeine Gleichung: 

Die Ans&bnng von T und 8 ftthrt diese Gleichung in die beiden 
andern Aber: 

nnd 

n — 5. 
Es ist 



tfi 



Ol 



{?-} 



^(1)«+ LT L„+i3-l(i+22 + ... 



« 



Ol 



Während die Reihen-Entwicklung der übrigen fünf Wurzeln beginnt: 
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a!^(0- C^*'*+..., s- 2, S, ... 6. 

Wrtter ist 

^i»-A3-Ml+403+...) 

Dnrch Abzählen sehen wir, dass nnr die erste symmetrische 
Function £xf^(^ mit einem Gliede in q beginnt nnd zwar mit Cq^K 
Es geht daher nnr in den ersten CoefSdenten X^t* ein nnd zwar linear. 

Von den particnl&ren Mnltiplicator-Gleichnngen in den drei Ecken 
des Fnndamental-Polygons interessirt uns nnr die eine, deren Wur- 
zeln endlich und von null verschieden sind, nftmlich die Gleichung fflr 

» - oder JKi, - 2) : (x^—Discot—l)^ 

Auf Grund dessen haben* wir folgenden Ansatz mit einer unbestimm- 
ten Constanten: 

(a\)i-JK«oi-l)*+^(-Xii«-4)av>,» - 0. 

Um die Constante A zu bestimmen, ist es hier wohl am ein- 
fachsten zu beachten, dass 

sein soll. Diet giebt mit einer Yerification A — — ^, sodass die 
Oleichang für <r^ Untet: 

«to. - 4)(«oi - D» - V (^' - 4) «6i» 

Mit der Tabelle (9) erhUt man daraas als die beiden anderen Glei- 
chnngen: 

n-7. 
Dafür ist 

«Ol )Y» «ij _8/ 

^,(1, IL L ==-^q /«(l + 2«+,lH-25» + ... 

"Ol 

während die Reihen-Entwicklungen der 7 anderen Wurzeln beginnen 
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IL 

wobei die Reihe in der Parenthese nach ganzen Potenzen von q 
fortschreitet Deshalb zählt man für die symmetrischen Functionen 
der Wnrzeln folgende Anfangsglieder ab : 

<^ — — ^«^^(0 =:Cq '* 

«fe— C 

Die particnläre Mnltiplicator-Gleichnng füri»= oder X^t^^^ ist 
(^i-|)('oi+l)' 

Wir haben daher flkr die allgemdne Gldchnng folgenden Ansatz 
mit zwei unbestimmten Constanten: 

aV>i«+-Xii{(V-^)+^^i"Ki^+l(20-4B)+^JI5,,«jXo/ 

Um A nnd B 91 bestimmen, wollen wir die Reihen-Entwicklung 
von x^^^^ und Xq^^ in der Gleichung einsetzen. Wir beachten, dass 
die yipHy^wi Glieder der Gleichung folgendermassen in q beginnen: 

etc. etc. 

Wir berechnen daher zunächst Ä mit einer Yerification, indem 
wir zwei Glieder der beiden ersten Reihen-Entwicklungen combiniren, 
und zwar ist: 

64 
DieegtebtmitdergewttnschtenYerificationii— +y Um auch B auf 

diese Weise mit einer Yerification zu bestimmen, haben wir vier 

Glieder der drei ersten Reihen-Entwicklungen zu nehmen, nämlich: J 
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V = + fg «-" {l+16ff4-120a«-f676«»+..| 
■Jfi. {-^+ y 2;,,«} *tox» ^,<r" {1 +16«-275«+33»a«+.-j 

Darans folgt mit der gewfliwchten Yerificatioii J — — 48 nild also 
lautet die definitire Oleichung: 

Die beiden aDdern GleichuDgen werdeD: 

+ 30r,/+8a,,fl4i»"-4«:it»-| - 

« — 9. 
DafiUr ist: 



_, ^^\^'^ t] 



welche Reihe Dach ganzen Potenzen von g fortschreitet Weiter ist: 

{«1 8«i+3iD|\ 
3' 9 ( 
«u^w L — Con8t+... 

a^^,.; = £_^ — ? L . Conßt+. . . 

"Ol 

welche Reihen ebenfiUls nach ganzen Potenzen von q fortschreiten. 
Die Reihen-Entwicklnngen der 9 flbrigen Wurzeln beginnen: 

«^(•) - C^'\l+...), t - 4, 5, ... 12 

IL 

wobei die Reihe in der Parenthese nach Potenzen Ton q fort- 
schreitet Auf Grund dessen z&hlt man fiUr die synunetrischeB Fano- 
tionen der Wurzeln folgende Anfangsglieder ab; 
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Cß = Cg[-S 
^ - Cq-\ 

C9 =» C, etc. 

Die Wurzeln der Mnltiplicator-GleichaDg für die Grössen ai^^C*) 
sind fftr » *-> wie in den vorangehenden Beispielen sämtlich endlich 
und von null verschieden; abweichend von den drei vorausgeschick- 
ten Beispielen sind aber, weil nämlieh n eine Quadrat-Zahl ist, auch 
fOr die beiden andern Ecken des Fundamental-Poljgons zwei Wur- 
zeln endlich und von null verschieden. Wir machen daher von allen 
drei particulären Multiplicator-Gleichungen Gebrauch, um die Zahl 
der in die allgemeine Gleichung eingehenden zunächst unbestimmten 
Constanten nach Möglichkeit zu reduciren. Dieselben sind: 

2in Ün 

(^*— 3 «61 +9) «Ol* = 0,' 
für JJi, - 2, (;ro, - |)(;ro, + ^\to^ - 1)^ - 



7ß 11 I ^Ö 10 Ö212 a , 727 . 536 



-r ^«t)i +y *6i — 3"^i 'r27*o> I 9^01 27^*'^8i 
Daher gewinnen wir folgenden Ansatz mit 8 unbestimmten Constanton : 
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+ {(T-^^)+^^.*}v+{(-f -4F)+FAi,«} 

+ {(^-4<')+<'-^i*} V+{(f-4£r)H-Moi*}«oi» 
19 44 2 4 1 

Nach Besümmang der Coustanten erhalt man: 

«oi"-^ -Xi,4(*o,»- 1 «bi+^)a\)i»+ )- 108+^JIi,» [ «0,11 



«•oi^ 



-Ol» 



+ {479-^J^«j V+{40-^:So,»}v 

Wegen der complicirten Beschaffenheit dieser Oleichnng mag es 
genfigen, nnr diese eine der drei simultanen Gleichungen angefthrt 
zu haben. 

Zweites Capitel: « — 3. 

§ 1. Zusammenhang der öXft mä der Tetraeder-IrratumaUUU, 

Das Verhalten der (TA/u bei linearen Substitutionen der Perioden 
Mj, »1 anlangend gilt hier folgendes: 

a) Bei beliebigen linearen Substitutionen von «,, m^ permutiren 
sich die 6Xfu bis auf vortretende 6te Einheitswurzeln und es lassen 
sich daher durch lineare Substitution der Perioden aus irgend einem 
der vier verschiedenen ax^ sämtliche vier cxfi und nur diese ableiten. 

Dies geht, abgesehen vom frftheren directen Nachweise, auch 
daraus hervor, dass die Erzeugenden 8 und T der Gruppe der linea- 
ren Substitutionen von Wj, «, diesen Einfluss auf die vier verschiede- 
nen axn ausfiben. Greifen wir ^oi, ^m, ^n nnd öj, als die vier ver- 
schiedenen 6Xß heraus, so ist das diesbezügliche Verhalten folgendes: 



(1) 





«01 


«10 


«11 


«11 


s 


+ «11 


+ «10 


-««If 


— *«01 


1 


+ «10 


-«Ol 


-»*«lf 


-««„. 



M 
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b) Bei linearen Sabstitationen von oo^, fi>t9 welche modS zur 
Identität congrnent sind, ändert sieb jedes aXfi im allgemeinen um 
eine 3te Einbeitswurzel, d. b. die ax/i sind der 3ten Stafe ad- 
jnngirt 

c) Bei linearen Sabstiintionen von (o^i »i, welche mod9 zur 
Identität congrnent sind, bleibt jedes aXfA nngeändert, d. h. die tfA/i 
sind von der 9ten Stufe. 

d) Die Substitutions-CoefiGcienten von linearen Substitutionen der 
Perioden^ welche auf die ax/A ausgeübt werden, dtlrfen beliebig mod 18 
(nicht mod 9) modifidrt werden. 

Als den Haupt-Modul für die 8te Stufe führen wir nach Herrn 
Klein ^) die folgende Tetraeder-Irrationalität ein: 



(2) S = - 62 



V»+o 



Z(-l)*(6iM-l)«^+* 

-00 

deren Verhalten bei linearer Substitution der Perioden o^, m^ wir 
wieder dadurch angeben, dass wir das Verhalten spedell bei Aus- 
flbung von S und T notiren. Es ist dies folgendes: 

I 
(3) S e.| 

S+2 



T 



ä-1 



Das Fundamental -Polygon 3ter Stufe hat vier Ecken, als welche 
wir 10 » t3o , 0, 1, 2 annehmen können. Es gilt zunächst, auf Orund 
der gegebenen Definition von $ dessen Werte in diesen vier Punkten 
anzugeben. (2) giebt direct den Wert für o «-> oo ; ihn benutzend 
giebt (3) den Wert für co = 0, 1, 2 und zwar findet sich 

(4) |(»oo)-0, f(0)=-2, {(1) 2«, {(2) 2«» 

Wünschen wir nunmehr die Beziehungen von | zu den aXfi ken- 
nen zu lernen, so lehrt (b), dass die Quotienten der 3ten Potenzen 
der aXfi rationale Functionen der Tetraeder-Irrationalität sind. Wir 

behandeln etwa den Quotienten -^. Die Werte der tf A/u für » » tco 

»10 

ergeben sich aus Abschn. I, (28); mittels (1) kann man dann die 



1) Blan vergleiche Klein, «VorlesaDgen über den Ikosaeder*', Ldpiig 1SS4, 
pag. 183. 
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Werte der 6Xß in den andern Ecke n des Fandamental-Polygons an- 
geben. Für diese vier Punkte ist in erster Ann&hemng: 

in in 

2in in 

n « !l!?i ^"" "sT — Vs ^ _ »«i,"""9 -Va 

in in 

in 



2^ — H ' -10 - ^ 2ir 






• 



Da die eXfi nnr in den rationalen Punkten der reellen Axe null 
und unendlich werden, wird sonach -^ null nur für | — — 2, un- 
endlich nur flkr g — 0. Dies heisst, es ist: 

V ^1+2 

Vergleichen wir je das erste Glied der Reihen-Entwicklung auf 
beiden Seiten, so findet sich: 

Bilden wir durch Ausübung der Operationen 8 und T hieraus 
die beiden anderen Quotienten, so lässt sich das Endresultat zu- 
sammenfiassen in 

(6) <rjo«:iro,8:0n':cF„» = -iV3.|:(i+2):(S+2*>):-.(4+2£), 



§ 2. X>»^ fl^A/i^^* i%r J' erhalten bei linearer StdtHitutian der Perioden 
o^, lO}. J9ie 7Van«/brma#tonen cier Gleichungen in eich. 

Wir wählen für Transformation nter Ordnung (n s 1 oder 2 
modd) das eine Repräsentanten-System 



m 6Mtt» der tHiptiMd\*n 1 
«**— ftj-i — 1, » — 1,2, ... N, 
■0, dasi die linearen 8nbstitntionen der Perioden 

mod 3 nir IdesÜtät congroent dnd. Du andre Beprflsentuiten* 
STitam wird: 

__i, _i , atdi — n, «(-Co« 

Da mit « auch di nieht durch 3 teilbar ist, so ist 

d,~^ = di mod 3 
imd dies hat txa Folge 

nnter £2^'> eine fite Einheitsvnrzel Terstonden. In den beiderlei 
Beprlientanten geschrieben haben vir so für die Wurzeln t 
ni betrachtenden Hnltiplicator-GIeichiingen; 






Dftmit Bind die aUfit') eindeutig defieirt. E> iiandle nch jetzt nm 
ihr Terhilten bei linearer Snlntitntion der Perioden U], «,. £b ge- 
nügt wieder, die Aendemngen tiei Anettlmng von S nnd 7 sn be- 
stimmen. 

Eineneile entspricht: 

Hl, 0, 1.1, 1) ((1, 0, 1, I) 

1(1,0,4.7,1) 1(1,0 

1(1, 0, 7.4, 1) 1(1, 
1>— 8=(I=(1,0,1,1)5< (mod9) F=^ 

1(1, 0, :!.5, 1) j(l, ( 

1(1,0,6.2,1) 1(1, ( 

Ul, 0, 8.8, 1) \(1, e 
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wobei nach einander die 6 Fälle n = 1, 4, 7, 2, 5, 8 unterschieden 
sind, wie dies im folgenden immer geschieht ''Andrerseits entspricht 
in analoger Weise: 

P=T«cr-(0, -1, +1, 0)= 

(0, -1, 1.1,0) /(O, -1,1,0) 

(0, -1,4.7,0) 1(0, -4, 7,0) 

1(0,-1,7.4,0) j(0, -7, 4, 0) 

(mod 9) V= < 

1(0, -1, 2.5, 0) i(0, -2, 5, 0) 

(0, -1, 5.2, 0/ [(0, - 5, 2, 0) 

v(0, -1, 8.8,0) (0,-8, 8^0) 

Die letzten 5 linearen Substitutionen V der Perioden haben nur eine 
Determinatne, welche ^ 1 mod 9, nicht aber gleich 1 ist. Wir haben 
ftlr dieselben zuvörderst durch Modification der Substitutions-Coef- 
ficienten mod 9 die Determinante gleich 1 zu machen. Die so nor- 
mirten Substitutions-CoefGcienten dürfen dann behufs einfacherer Be- 
rechnung der entsprechenden Aenderung der ax^ mod 18 modificirt 
werden. 

Berechnen wir den Einfluss der angegebenen 12 mod 9 incon- 
gruenten linearen Substitutionen auf die Tier tfA/i , so können wir 
damit unmittelbar das Verhalten der xx^ bei Ausübung von S und 
T zusammenstellen. 

Im Falle n = 8 mod 9 z. B. beachten wir, dass 
(0, —8, 8, 0) = (9, 1, 80, 9) mod 9 

ist, wovon die letztere Substitution die Determinante 1 bat Wir 
ersetzen dieselbe einfacher durch (9, 1, 8, 9). Nun hat 

7 « ü« (0, -1, +1, 0) 0,/ £tf„ 

F=(9, 1, 8, 9) <«+«cyii 

zur Folge, und also verwandelt r jedes a?|j(,) in 

Die vollständige Tabelle für die Aenderungen bei Ausübung von S 
und 2 ist folgende, wenn wir die oberen Indices i und ; unter- 
drücken: 
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«oj a?io *11 ^« 

+ i +1+1 +1 



f« 



+ f f *) e* ' 



(8) S) >aJ,o 

+ 1 — \ «* 






tf. 



... +) -i-t +1-S 



+ ) + 1 + i + 

— £* l — « 



Es geht also im Falle n ^ 1 mod 3 durch lineare Sahsti- 
tntion von lOi, m^ ein System von N Grössen xa^(0 bis auf 3te Ein- 
heitswnrsteln wieder ein solches System über ohne einen solchen 

Factor —- in I. (19), wie dies bei allgemeinem a der Fall is. Fflr 

» = 2 mod 3 hingegen geht dnrch lineare Substitution von m^ a^ 
ein System von i^ Grössen xA/i^*) bis anf 6te Einheitswnrzeln wieder 

in ein solches System xjm über, moltiplidrt mit - — • 

Im Besitze der Tabelle (8) ist es leicht, die Transformationen 
in sich jeder der vier simultanen Gleichungen aufzusuchen. Um 
hierbei und weiterhin Weitläufigkeiten zu vermeiden, beschränken 
wir, abweichend von der Darstellung bei « = 2, unsere Entwicklungen 
von jetzt an auf eine der vier simultanen Gleichungen. Durch Aus- 
übung der Operationen S und 2 ist es dann leicht, die gewonnenen 
Kesultate auf die drei andern zu übertragen. Der Tabelle (8) ge- 
mäss wird es am einüeushsten sein, die Gleichung für xio herauszu- 
greifen. DafOr ergiebt sich der Satz: Die Gleichung fflr o^o 
bleibt (unter Ausschluss der identischen Operation) ungeändert, 
wenn man in derselben die linearen Substitutionen 8 
und S^ der Perioden Oj, o^ vornimmt 

Betre& der Existenz der Multiplicator-Gleichungen giebt die 
Anwendung von I. § 4 auf den vorliegen Fall « « 3 folgenden all- 
gemeinen Satz: Je i\^ Grössen xXf/% t — 1, 2, ... i\^ genügen 



r 
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einer Oleichang JVten Orades, deren Coefficienten der 
dien Stufe in Bezng anf 3te Einheitswnrzeln adjungirt 
sind. 

Die beiden Specificationen werden diese: 

a) Ist n •- 1 modd, so sind sämtiiche Coefficienten 
von der Sten Stnfe. 

b) Ist n = 2 mod 3, so sind die Coefficienten, welche 
homogenen symmetrischen Functionen Sten Grades der 
Wurzein entsprechen, von der Sten Stufe. 



S 3. WerU der Wumeln s^o^O in den Ecken de$ Fkindamenial'Föiffffane. 

Aus (7) und I. (28) erhalten wir unmittelbar die Werte der 
Wurzeln im Punkte c» — too. Die Tabelle (8) ermöglicht es sodann, 
auf Orund derselben die Werte der Wurzeln in den drei andern 
Ecken des Fuudamental-Polygons anzugeben. Auf diese Weise findet 
man folgendes Verhalten der Wurzeln m^^^*') (bez. in erster An- 
nftherung) : 

«— 2 ) ^ 

wobei sich flkr « — 0, 1, 2 die zweifache Fallunterscheidung auf die 
Fälle n s 2) ^^ ^ bezieht 

Wir entnehmen aus (9) folgendes: 

1) In der Ecke (» = too des Fundamental-Polygons 
sind sämtliche N Wurzeln o^qCO endlich und Ton null 
verschieden. 

2) In den drei andern Ecken des Fundamental-Polygons sind 
diese N Wurzeln x^^^*) stets zu einem Teil null und zu einem Teil 
unendlich (ausserdem, wenn n eine Quadratzahl ist, noch zn einem 



Teil endlich und >^ 0). 



Die hiermit gefundenen Null- und Unendlichkeitspunkte der 
Wurzeln sind nach I. § 6. die einzigen im Fundamental-Polygon 
Ster Stufe. 
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I 4. Form der Coefficienien^ AuftteUung der Gleichungen, 

Betreffs der Form der Coefßcienten haben wir zunächst die all- 
gemeine Betrachtang von pag. 17. etc. anf Gongmenz-Modnln ^a>) 
in Anwendung zu bringen, welche in Bezug auf 3te £inheit8wurzeln 
der 3ten Stufe adjungirt sind. Es genflgt, unr diesen allgemeinen 
Fall, welcher n ^ 2 mod 3 entspricht, zu behandeln, da der specielle 
Fall der Goefficienten 3 ten Stufe, welcher n ^ 1 mod 3 entspricht, 
damit bereits erledigt ist 

Wir setzen an 

[l(;(a,)]3 - %) 

Daraus folgt, da V(a>) als eindeutige Function von a nur in cd » loo, 
0, 1, 2 verzweigt sein kann: 

(10) ^(0,) = (V J)« (Vl+2)' VW+^f (Vi + 2^/ i?«) 

1 

unter «, /}, y, 6 ganze Zahlen verstanden. Die Grössen y$, 

Vf + 2«' einzeln sind jedoch keine Congruenz-Moduln, sondern nur 
ihre Verhältnisse sind nach (6) solche. Damit das angeschriebene 
^(») ein Congruenz-Modul wird, ist also notwendig und hinreichend: 

(lOb) ff+/}+y+a = 0mod3 

zu nehmen oder wir haben den letzten Ansatz etwa in 



• I » 

(11) *(«, - (l/|^)' (Vw^y {Vrh^y^(^^ 

zu specialisiren, um hierin die allgemeinste Darstellung eines ein- 
deutigen Congruenz-Moduls zu haben, der der 3 ten Stufe in Bezug 
auf 3te Einheitswurzeln adjungirt ist Wir beschränken, wie dies 
zulässig ist, die Werte von p, ^, r auf 0, 1, 2. um aber die Dar- 
stellung (11) vollkommen eindeutig zu machen, haben wir noch fest- 
zusetzen, wie die 3 ten Wurzeln aus zIm S^^ogen werden sollen. 

Dies geschieht sehr einfietch, wenn wir auf die Relationen (6) zo- 
rftckgreifend definiren: 
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(12) 



Vlh 



+ 



V-iVd 



3? 
hl 




£ + 2« 



+ -r 



y-.V3 



IIP 
'ii 



r 1+26« 



y-»v3 



>11 



unter V— tV3 in allen drei Fällen dieselbe 3te Warzel verstanden. 

Im Anschlnss an diese Definitionen stellen wir das Verhalten 
der drei Modnln bei Ausübung von 8 und T tabellarisch zusammen, 
und zwar ist dies nach (1) so beschaffen: 



(13) S) 



T) 



(y-»v3)« 



1+2 



V 



s 

V 



I' 



+ 



1 



y -iys 



V S+2t« 



V 



s 



£+2£' 



1+2 






Weiteren Aufschluss als durch (11) Aber die Form der Coeffi- 
cienten erhalten wir durch die Transformationen der Gleichungen in 
sich. Um mit Hilfe deren zunächst die Exponenten p^ g, r in (11) 
zu bestimmen, bringen wir lineare Substitutionen der Perioden ooj, 
coi in Anwendung, welche mod3 zur Identität congruent sind, weil 
nämlich dadurch i2(£) in (11) nicht geändert wird. Die erzeugenden 
Substitutionen dieser Untergruppe sind S\ TS^T, S-^TS^TS-^\ 
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S^^TS^TS-^; wir erhalten dafür, indem wir uns von den xA/i wieder 
auf x^o nnd dafür weiter auf den allgemeinen Fall n ^ 2 mod 3 be- 
schränken: 



(14) 



5») 
TS^T) 









t^x 



10 



V 



r £+2 



,t 



f+2 



1+2 



V. 



{+2 



K 






1/ 



i+2 



3 



f+2j 



K 



i+2£ 



{+2t 



1/ 

3 

r £+2« 



S 



3 
3 

K $4-2«« 



s 

V, 



I 



«+2£» 



£ 



£+2«! 



Daraus ist ersichtlich, dass ein Coefficient t/;|o(<') (co) , welcher 
einer homogenen symmetrischen Function vten Grades der Wurzeln 
xjo^*) entspricht, die Form hat:« 

(15) *„<')(«.) - []/j^^ \/j^^ VfpJ''^^^) 

sofern v — v'+3v" gesetzt und v' auf die Werte 0, 1, 2 beschränkt 
wird. 

Um nunmehr auch Aufschluss über die Form von R(^) zu er- 
halten, benutzen wir die pag. 45. angegebenen Transformationen der 
Oleichungen in sich, welche von linearen Substitutionen der Perioden 
Wj, I», herrühren, die nicht mod 3 zur Identität congruent sind. 
Diese beiden Substitutionen S und iS' bringen folgende Aenderungen 
hervor: 



a?io 



r £-1-2 r f4-2f Fi 



i 



£-1-2 r £+2f r 54-2«^ 



5 



(16) 5 



^10 



r £-1-2 r £-1-2« r 



£-f-2 r {-f2« r £+2£« 



*£ 



ijreh. d«r lUtlu n. Phyt. 2. Beihe, T. V. 
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s 3 1 

(16) 5' .,0 ^^V^iVrhV^* ''^ 

Um daraus den gewünschten Schloss ziehen zn können, wollen wir 
beachten, dass es 12 mod 3 incongraente nicht-homogene lineare Sub- 
stitutionen Ton Q?X9 »t giebt. Diese sind: 

(17a) /S»; ras STS^, S^TS^, »-0,1,2. 

Ihnen entsprechen folgende 12 lineare Substitutionen der Tetraeder- 
Irrationatität ( oder folgende Substitutionen der Tetraeder-Gruppe: 

cb, ..s, ^.|±f, .'.;fi4 ^.|?±-?. 

wobei » denselben Wert hat wie in der symbolischen Schreibweise 
S^T^S* der linearen Substitution. 

Aus diesen Angaben geht hervor, dass «•.? die einzigen Tetra- 
eder-Substitutionen sind, welche sich bei Ausübung von 5 um £ 
ändern. Daher folgt aus (16): 



(18) ,!,,„<" (») = {(/rfä V^, Vw^r* W '• ^^^''- 

An letzter Stelle achten wir schliesslich auf die Null- und Un- 
endlichkeitspunkte der Wurzeln, welche in (9) angegeben worden 
sind. Die Lage derselben lässt sich, indem wir auf die Tetraeder- 
Substitutionen Bezug nehmen, so beschreiben: Die Wurzeln werden 

null und unendlich nur für unendlich grosse €* . c 470 * *' • c 1 *> ' 



8 



g2f— 1 1/ i 

^^'~*rjr^2 ^^^ y WJTÄ- ^^^^^^ folgt, dass, wenn man die Glei- 
chung für XiQ [so anschreibt, dass die höchste Potenz den Coeffi- 
cienten 1 hat, einesteils 

(18b) «(?»)=(? j^*.;--4 .'.|^-^^. .-.^-:^5^} 

sein muss, worin G eine ganze Function der drei Argumente und 
A;,2, m beliebig 0,^1 oder 2 bedeuten, und dass andernteils das con- 
stante Glied der Gleichung unabhängig von ?, also eine Gonstante ist, 
welche daher unmittelbar nach (9) angegeben werden kann. Die 
Frage ist nach (18b) nunmehr, wie eine ganze Function der drei 

Argument® fj-ö* Y4^* ^«^172^^°^®"* ^^^ einfach ä: «= i-= m « 



d 
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setsen) beschaffen sein mnss, damit sie eine rationale Function von 
€' ist oder, was dasselbe ist, damit sie ungeändert bleibt, wenn man 
i durch t^ ersetzt Da durch Yertauschnng von | mit <£ die genannten 
Argumente wechselseitig in einander übergehen, muss die ganze Func- 
tion O eine symmetrische ganze Function der drei Argumente 
sein. Als solche ist sie eine ganze Function der drei symmetrischen 
Functionen 

g-l «?--l «5--I 

g — 1 £?-l . -l g^{ — 1 , tf-1 ^^ll 

5-|-2'«?-h2-"^{+2'«^{+2"T"rf+2£«^.f2' 

?-l , gg— 1 , c»g — 1 
E-|-2+£54-2"l"an + 2 

jener drei Argumente. Jede dieser drei symmetrischen Functionen 

Ai^ + B 
hat die Form ,3 , ^ ; folglich drücken sich zwei derselben stets 

durch die dritte, oder alle drei drücken sich ganz durch 

5 5 5 5' 



5-h2'5+2r5 + 2£* ^' '5^+8 

aus, d.h. die gesuchte symmetrische ganze Function von 

5 — 1 «5—1 €*5-l . ^ . T? ,' . 

c\n cXö ' « I o ist eine ganze Function etwa von 

p 
27.cs~i~Q* I^iß definitive Form der Coefficienten ^iQ^^Hm) wird 

daher: 

1 » • 

(19) v,oW(»)- {3.1/5^-2- ^^^-J/^JS-Ij"- 



oder wenn wir 



.ö|27.^3_^yj. 



10) ^lO-^Yi ^' 



53+8 



setzen: 



(19a) y^^o^^) (0)) « (jT^a • |)*^ G(X,o^) 

Damit ist die allgemeine Discussion der Cocfficienten für die Glei- 
chung für x^Q zu Ende geführt. 
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Um auf Grund dessen die Form der Coef&denten für die drei 
andern simultanen Gleichungen anzugeben, hat man mittelst der Ta- 
belle (8) aufimsuchen, durch welche Operationen die Gleichung für 
XiQ in die Gleichung für a^on ^m ^2 übergeführt wird, und diese 
Operationen unter Benutzung von (17a), (17b) auf (19a) auszuüben. 
Um Weitläufigkeiten zu Termeiden, und weil wir bei den Beispielen 
ohnehin die sämtlichen simultanen Gleichungen aufstellen werden, 
möge es genügen, die dabei auftretenden Argumente Jl^i, JT^^, X^^ 
namhaft zu machen und das Verhalten der X^q bei Ausübung von 

S und T zusammenzustellen. 

S T 



( V -.V3)4 ^ 5(?+2f )(?+26«) ' • ^" ^^« 



^10 



(21) 






?» 



5»+8 



•••*10 ^M 



(V-»V3)* ' ' 



(?+2t)' 



3 ,V (H-2t'')» 



^11 ■*ii 



^Ki 



«. JSJ)j 



Beispielsweise ist also: 

(19b) t»;o,(^) (cö) = (jKbj . ^y . (? (Jüi»). 

Nachdom wir durch diese Erörterungen die Form der Coefficienten 
im allgemeinen Falle, d. h. im Falle n^ 2 mod 3 und v=l, 2 mod 3, 
sowie im speciellen Falle n=2, v^O mod 3 bestimmt haben, bleibt 
es nur noch übrig, die specielle Form der Coefficienten im andern 
der beiden pag. 46. angeführten speciellen Fälle, nämlich im Falle 
n ^ 1 mod 3 anzugeben. Der Unterschied zwischen diesem Falle 
und dem aUgemeinen Falle besteht lediglich darin, dass die Coeffi- 
cienten von der 3ten Stufe sind. Es fällt daher einfach in der Dar- 
stellung der Coefficienten durch Tder Factor in (19a), (19b) etc. 
fort, wefcher der 3ten Stufe adjungirt ist Die Coefficienten haben 
somit für n ^ 1 mod 3 die Form: 

Xio - G(X,^^\ 
(22) 

Xi, » 0{X^\ 

Kit - ^(^11^). 
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Der Grad der rationalen ganzen Functionen G in XXfi^ l&sst sich, 
genau wie im Falle « — > 2, dadurch bestimmen, dass man, wenn es 
sich beispielsweise um die Gleichung für a^o handelt, nach (9) das 
erste Glied der Beihen-Entwicklnng des betreffenden Coefficienten im 
Punkte o>»0 oder co — 1 oder <o » 2 angeben kann, und'dass in diesen 

drei Punkten die Reihen-Entwickelung von X^q und von J^g . j 
beginnt: 



(23) X^o'^C.q X^^A^C.q 



Bei Benutzung aller der abgeleiteten Eigenschaften unserer Multi« 
plicator-Gleichungen ist man nunmehr, ganz entsprechend wie früher 
im Falle « = 2, im Stande, irgend eine der einem bestimmten Trans- 
formationsgrade n zugehörigen Gleichungen mit einer gewissen An- 
zahl von unbestimmten Constanten anzuschreiben. Damit ist das Ziel 
der allgemeinen Theorie unserer Multiplicator-Oleichungen 3ter Stufe 
erreicht 

üeber die Bestimmung der erwähnten unbestimmten Constanten 
int dasselbe zu bemerken, wie an der entsprechenden Stelle im Falle 
« -» 2 (Schluss des § 4.). Die Beihenentwickelungen der Grössen 
Xxu nach q erhält man, indem man dieselben mittels (12) durch die 
6Xfi ausdrückt, deren Beihen-Entwickelungen durch I. (27) gegeben 
sind. Z. B. ist: 

JK,»--^tV3.€— ^. J!q,«-»V3.*-^- 



§ 6. Beispiele: n — 2, 4, 5, 7. 

n-2. 

Wir behandeln im Anschluss an unsere Entwickelungen in § 4. 
die eine Gleichung fQr die a^o^*^ ^^f directem Wege. 

Die Grössen o,, 9ci, di im kanonischen Bepräsentantensystem 



n n 


irci TTurzüiu n 


tu'ueu: 


Oi 


9ci 


d. 


1) 1 





2 


2) 2 





1 


3) 2 


9.1 


1 


und demnach wird entsprechend weiter 
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A{ 


Bt 


CV 


Di mod 9 


1) 


2 








6 


2) 


1 








1 


3) 


1 








1. 



Davon haben nar die beiden letzten Sabstitntionen die Determinante 
1. Die Determinante der ersten ist dagegen nnr ^ 1 mod 9 ; wir 
haben daher die erste Substitution zuvörderst durch Modification der 
Substitutions-Coefficienten mod 9 in eine lineare Substitution^ zu 
verwandeln, welche die Determinante hat. Dies ist (2, 9, 9, 41) 
oder bequemer mod 18 vereinfacht (2, 9, 9, 8). Dieselbe hat zur 
Folge : 

9iq' — ^2,9 — 0%Oi't.Z — — üio 

Die drei Wurzeln sind also: 



^10 \'2' ^] 'jo l'*'*» 2^) 



^^(1). L^ ^, V^)- + 



«'lO '" ' «'lO 



( 9(0, + fi>t \ 

n» 2 I 

a^,(S) « + , _L__1_1 



«'lO 



Für (0=0, 1, 2 verhalten sich dieselben nach (9) in erster An- 
näherung wie 

-% +V9 +V9 

Wir entnehmen daraus mit Bezug auf (19a) und (23), dass nur die 
eine symmetrische Function ^Xiq^*> der drei Wurzeln von JT^o ab- 
hängt und zwar in folgender Weise: 



— SafjoW^C.Ajo.r. 



1 



Von den particolären Gleichnngon fQr die Ecken des Fnndamental- 

Polygons interessirt uns nur die eine für (o=t oo oder für JT^q— --9$ , 

1 3 

-^10 * I "" ~t~ 2' welche endliche und von null verschiedene Wurzeln 

hat Sie ist: 

('io+i)(^io-l)* = ^io'-Ko*+i - 0. 

Daher erhalten wir sofort als allgemeine Gleichung ohne jede un- 
bestimmte Constante: 
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1 /^ 1\ 

V-^^iog V+* = («io + *)('io-l)*+ (2'"^io' jjV - 0. 
Durch Aosübaog der Operation T erhalten wir daraus : 

Durch Ausübung der Operation S auf diese neue Gleichung entsteht 
weiter: 

Schliesslich ergiebt die Ausübung der Operation T auf diese letztere 
Gleichung als letzte der vier simultanen Gleichungen: 



n-4. 
Es wird für die sechs Wurzeln: 





ai 


9(?» 


di 




Ai 


B, 


c. 


Di mod 9 


1) 


1 





4 




4 








7 


2) 


2 


9.1 


2 




2 








5 


3) 


4 





1 




1 








1 


4) 


4 


9.1 


1 


folglich 


• 
• 

1 








1 


5) 


4 


9.2 


1 




1 








1 


6) 


4 


9.3 


1 




1 








1 



Die zwei ersten dieser 6 linearen Substitutionen At^ Bi^ C», A 
müssen zuvörderst durch Modification mod 9 auf die Determinante 
AiDi—ßiCt'^ 1 gebracht werden, und zwar ist: 

(4, 0, 0, 7) = (—41, 9, —2) mod 9 

oder in zulässiger Weise mod 18 vereinfacht: (—5, 5, 9, 9, — 2). 
Die Substitution (2, 0, 0, 5) ist bereits im Beispiel n » 2 behandelt 
worden. Die Substitution (-5, 9, 9, — 2) verwandelt a^o ^^ 

- / „ 

und sonach sind die 6 Wurzeln folgende: 

^xo 4 > "4 .. <-io ^>-4 — I 
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'10 



X 



K 9a)i+2a>J ( 9.2o>,H 

12^* 4 ] ,,, . ""«o r»' 4 



io<^> = ^ 7-^ '. '10^'^ - + 



n' 1 ) *® i ^' — 4 — ] 



«^10 

«lo"» = + V-^1 *."•' - + 

Für CO— 0, 1, 2 verhalten sie Bich nach (9) in enter Annäherung 

wie 

a?io^2) « Const > für g = 0. 

^io2^ = V)-^io^^>=^o^2) « c.g 

Mit Bezug anf (22) und (23) erfahren wir daraas, dass nur die heiden 
ersten symmetrischen Functionen 2^«io^^, ZZx^q^^x^J^^^ Yon -Xio^^ 
abhängen und zwar linear. 

Für die Ecke co — toc des Fundamen tal-Polygons sind sämtliche 
6 Wurzeln endlich und von null verschieden; da n Quadrat-Zahl 
ist, ist dies auch für die drei andern Ecken 0= 0, 1, 2, mit einer 
Wurzel der Fall. Daher benutzen wir, um die Zahl der in die all- 
gemeine Gleichung eingehenden zunächst unbestimmten Gonstanten 
nach Möglichkeit zu reduciren , sämtliche vier particuläre Gleichun- 
gen. Dieselben sind für 

»=»00, d.h. JTjo'-O, (af,o-f)(«io + i)(*io-l)*"- 

V - 4- V+ -g V— 2ar,o^ — 4«io*+4a^io — g "" ^ 



d. h. JKio^ - <», (iTio -*)V = 



Daher erhalten wir für die allgemeine Gleichung folgenden Ansatz 
mit einer unbestimmten Constanten: 

Um A zu bestimmen, wollen wir einfacher die Gleichung für o^o ^^- 
anziehen. Wir erhalten sie aus der angeschriebenen für «jq durch 
Anwendung der linearen Substitution T der Perioden <o^^ u^ und 
zwar wird sie: 

(*oi-t)Ki+*)('oi-l)*+^-^i'(«bi— t)V-0. 
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Wir benutzen dafür: 



«Ol VT' "*] — »/./ »/» \ 

•oi 

^1*=-« '\l~12fl ' + ... t 
Damit bilden wir: 

nnd erbalten mit einer Yerification A = -\-\. Somit werden die 
vier simnltanen Gleichungen: 

(^i-i) («M + i)(«ta - 1)*+ i^«(«w - i) V - 0. 
(*io - i) (»»+*) («io - 1)*+ iJr«*(«io -i)«io* - 0, 

(*>» — 1) (*" + 1) («11 - «)* + 1 Jr«» («u — I) ««* - 0. 



6. 



Man hat fOr die 6 Wurzeln: 





Oi 


9« 


<k 


1) 


1 





6 


2) 


5 







3) 


5 


9.1 




4) 


5 


9.2 




B) 


5 


9.3 




6) 


5 


9.4 













folglich: 



Ai 


Bi 


Q 


x>. 


6 








3 
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yiir beachten, dass 

(5, 0, 0, 2) = (41, 9, 9, 2) mod 9 



nnd also 



(41, 9, 9, 2) = (5, 9, 9, 2) mod 18 
«,o (5, 9, 9, 2) = - Co 

(o, ) ( 9.2», +», / 

'"'" — " — i^iT"' '">'*' = + — -^ 



«'Ol 



\""~5 — } ,„ , '»• r»' — 5 — I . 



0^,(3) _ + ^ ^ L, ,,^^(6) « + ^ L ist. 

010 ajo 



Fttr itf — 0, 1, 2 verhalten sich die Wurzeln wie 

^9 



-% 



a:jo'») = C.g , ib « 2, . . . 6 

Da nnn die symmetrischen Functionen der xXfjS^'^ die Form (19 a) 
haben sollen, so folgt daraus mit Bezug auf das unter (23) ange- 
gebene Yerhalten von ä^q und X^o . r für dieselben drei Punkte : 

-2:2:2^r,o(•'>a?lot»)arlo(0 ^ e^ = C, e^= C. X,^ . ^, e^ ^ C\ 

wobei Gl eine ganze Function Iten Grades andeuten soll. 

Bilden wir femer noch die particuläre Gleichung fOr oo» toD 
nämlich: 

(«10 + g j («10— 1)* = aJio®— -^ afio*+9«'40*— 8xi(]p+3ario*— ...— 5 •= 0, 

so folgt für die allgemeine Gleichung folgender Ansatz mit einer un- 
bestimmten Constanten: 
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«10+ Äo^r— -^ +AXio»]aio^+4( J&o . A aio*— 8flio^ 



+2X10. r «10*—... — c = 0. 



Nach Bestünmang Ton A werden die vier simaltanen Oleicbungen : 

aioH--yio. j(— y + ^-^ioMno^H-^f-XioTJ aio*— 8a^o^ 
+2jriQFaio* — ... — ^ •=» 0, 



iToi'— -Xbi . 



i+2 ("" 5 +5-^i7'oi*+4(-Xbi 1:^2) «oiM-Ärois 



+2jroi ro^^^* — ••• — 5 ^^ ^» 






f?-laii\» . 
«12* 



-<^;)'™.+«n^^S)'---5(S)'-<'- 



n=:7. 

Der allgemeine Ansatz hat 5 zunächst nnbestimmte Gonstanten, 
lantet nämlich z. B. für w^q: 

(*io-+) (x,o-ir^^,oK^+B Jr,o»)X|o^+X,o«(Grio*+^o+^'io* - 0. 

Nach BestimmoDg von A^ B^ C^ D, E sind die simultanea Oleicb- 
ungen : 




60 Büdermanm üeber MuMpUcator' Glrickmtgtn höherer Stufe 

+/)xii* - 0, 

Drittes Capitel: « — 4. 

$ t. Zuiammenhang der oX/m fnü der Oktaeder-hrationalüät. 

Betreffs des Verhaltens der oA/t bei linearer Sabstitation der 
Perioden znnächst gilt hier folgendes: 

a) Bei beliebigen linearen Substitutionen von <»], a»f permutiren 
sich die eXfi bis anf vortretende 8to Einbeitswnrzeln und aus irgend 
einem der sechs verschiedenen oXfA lassen sich daher durch lineare 
Substitution der Perioden sämtliche sechs qX/a und nur diese ableiten. 

Dies geht auch aus dem Yerhalten der oXß$ bei Ausabung von 
8 und T hervor; legen wir als die sechs verschiedenen »Xfg 

0019 ^liU «'ll) <'12, ff]89 <^ 

zu Grunde, so lautet die betreffende Tabelle so: 

eQ\ ClQ Oll 012 <ri8 021 

(1) S) +011 +«0 021 «4ai2«4o0l «4 

bin lin Jin bin 

T) -Hrio -oöi e 4 «^W « 4 ^1 * 4 an «T«^«- 

b) In Bezug auf das Yerhalten bei linearen Substitutionen der 
Perioden a»i, m,, welche mod 2 zur Identität congruent sind, teilen 
sich die sechs QXfi in drei Gruppen zu je zwei: ooi und 021, ^10 und 
012» oti und als. Das Yerhalten bei den Erzeugenden 5* und TS^l 
dieser Untei^gruppe ist nämlich folgendes: 

•Ol ^0 011 al2 ois 021 

2in 3»» 7t^ bin 

Ä*) +021 -f-aio « 2 018 « 2 al2 <?"4"pi « 4 «Ol 

in in in 

(2) T&T) — ooi 6 4ai2 ei^t —010 — ou «y^- 
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Daher bleiben die drei Prodacte ^oi'ffsn «'lo-^is« ^w^is ^^ ^^^ 
BtitQtioii der genannten Untergruppe bis auf vortretende 8te Ein- 
heitswnrzeln angeändert. 

c) Bei linearen Sabstitntionen von a»i, a»|, welche med 4 zur 
Identität congraent sind, ändert sich Jedes oXfi im allgemeinen um 
eine 8te Einheitswurzel, d. h. die oX/m sind der vierten Stufe 
adjungirt 

d) Bei linearen Substitutionen von »i, »29 welche mod 8 zur 
Identität congruent sind, ändert sich jedes oXf^ im allgemeinen um 
eine 4te Einheitswurzel. 

e) Bei linearen Substitutionen von (0|, m^^ welche mod 16 zur 
Identität congruent sind, ändert sich jedes »Xfi im allgemeinen wa\ 
eine 2te Einheitswurzel. 

f) Bei linearen Substitutionen von «»i, iO|, welche mod 32 zur 
Identität congruent sind, bleibt jedes oXfi ungeändert, d. h. die 9;^ 
sind von der 32ten Stufe. 

g) Die Substitutions-CoefBcienten von linearen Substitutionen 
der Periöden fl»|, a>s, welche auf ein oa/i ausgeübt werden, dürfen 
beliebig mod 32 modifidrt werden. 

Auf Grund von b) können wir zunächst die oXfi zu it^ in Be- 
ziehung setzen. Nämlich die 8te Potenz jedes der beiden Quotienten 
aus den drei oben genannten Producten ist eine Modulfunction 2ter 
Stufe; es ist also etwa: 

8 



V16 «'IS/ 



Um die rationale Function von J^ auszuwerten, beachten wir, dass 
in erster Annäherung 

(3) für »—»OD ^01 ^'-^2n'^ 



tK — 



•« = + g(-^-' t) 



2n 



•u ^« 16 (Z 16 
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018 — 



Ois 



on = — 





%n 


»CD] 

2n 


- 8 -V« 
,e . q 


2n 


16 -^ 

.« 


2n 


13.« -»/,e 
8 •« 



alBO 






Die Combination der Tabellen (1) und (3) ermöglicbt es, die Werte 
der oXfi für » — und «o » 1 anzageben und auf Grund dessen findet 
man 



für «,«0) ('-^^^^Y ^+2^,q. 



sodass der ^Aosdmck in der 3 ten Ecke €0=1 des Fnndamental- 
Polygons 2ter Stufe endlich und Ton null verschieden sein muss. 
Damit gewinnen wir den Ansatz: 






C, 



•«12/ ^ 



wofür durch Yergleich der beiderseitigen Reihen-Entwickelungen 
C = — 1 folgt. Aus 

<'oi<'ti\* 1— Ä^ 



(«Ol: 



.0,2/ "* Ar« 

folgt durch Ausführung der Operation S: 

/an^,y^_l 

\aiQ.ai2/ k^ 

sodass die gewünschte Formelgruppe definitiv lautet: 
(4) (aoi 021)« : (aiooia)« : (an ais)» - (1 - Ar«) : Aj« : - 1. 

Weiter können wir nach c) die aXfM mit dem Hauptmodul für die 
4te Stufe, mit der Octaeder-Irrationalität in Verbindung setzen. Wir 
legen als solche zu Grunde: 
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+00 2k^+2k 
(5) . f g ») 

O ■» Ol ~" 0» ^ 






^ 2fc« 



OB 



Sie zeigt bei Ansfahrnng der linearen Sabstisntionen S und T der 
Perioden folgendes Verhalten: 

S T 

(5b) 

+».0 r-j— 

24 med 4 incongmente lineare Substitutionen von c» sind gegeben 
dnrch 

(6) 5*, TÄ*, Srfi», S^7Sky S^TS^, TS^T&, A: « 0, 1, 2, 3 
nnd die ihnen entsprechenden Octaeder-Snbstitutionen sind nach (5b) 

filu^ * * 1 — ^ 1—io 1+0 l+io 1 

^' ' l-f-o l-f-M)' 1—0 1 — 10' o 

Ans der Definition (5) , {(ob) ton o erhalten wir die Werte von o in 
den Ecken des Fnndamental-Polygons 4ter Stafe, welche nach (6) 
bei geeigneter Wahl desselben cv » to, 0, 1, 2, 3, ^ sind. Dafür istj 

(7) o{»«) = 0, •(0)«1, o(+l) = +,; o(+2)--l, 

Dies vorausgeschickt liefert c) den Ansatz: 

!^ = Ä(o). 



Es genflgt, irgend einen dieser Quotienten zu behandeln ; als solchen 
greifen wir -^ heraus. Dieser Quotient verhält sich nach (1) in 
6 Ecken des Fnndamental-Polygons folgendennassen: 



l s/ 

0=0) ^oi:V-+j5-« 



% 



1) «+I6.1Z ' 



1) Man Terglciche Klein, Vorletnogen Aber das Ikotaeder, Leipzig l8S4 
pag. 139. 
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o —+0 •oi':«'!»'— — »■ 

-V, 

o_-l) j 

o 1-,- 

o =00) — — q 

bez. in erster Annäherang nnd an $ -» gemessen. Dies Verhalten 
fuhrt zn den Ansatz: 

wofllr sich, da fllr »-" too in erster Annäherung 

O — 2^ ist, 

C— — i ergibt. 

Dnrch snccessive Ansffthrang der Operationen 8 nnd T erhält man 
schliesslich als vollständige Formel-Serie: 

(8) <'w»2<'io':*ii':o„»:«is8:€ft» 

(l-öy (1-*Q)« 2 _. (l+tO)» (1+Q)* 

— 1+0 -^^-l-»- 1^,0 • o' •* l--iO • 1-0 

Die Qnotienten <rA^':0A>'® sind also rationale Functionen 
vierten Grades von O. 

Da für das Weitere die unter (6b) angegebenen linearen Sab- 
stitutionen der Oktaeder-Irrationalität, die Oktaeder-Substitutionen, 
von fundamentaler Wichtigkeit sind, wollen wir nunmehr noch diese 
durch die cxß ausdrflcken. Es geschieht dies jetzt einfach, wenn 
wir aus (8) etwa die Relation 

entnehmen und darauf lineare Substitutionen in Anwendung bringen. 
Dies giebt nach eindeutiger Bestimmung von Y^i 



dt9s hin in 

T <r,o* l^r^ _ "^ ^* 1— »O _ If a„« 



^Q\ n _ * ilS- . = - — « -21- * '"^ _ « 
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§ 2. Die xXfx^*\ Ihr Verhalten bei linearer Substitution der Perioden 
»1, in|. Die Transformationen der Gleichungen in sieh. 

Wir nehmen nnnmehr Transformation nter Ordnung vor, 
wobei n als ungerade vorausgesetzt wird. Fttr das eine Repräsen- 
tanten-System: 

oiii^ßiYi —1, » — 1, 2, ... ^ 

sind die linearen Substitutionen der Perioden (er,-, ßi^ ytf '') i^od 82 
zur Identität congruent zu nehmen. Das andre Repräsentanten- 
System ist: 



oiOi 3^64 (o^-^-didOf 



n 



, aidi « n, Crf < Oi, 



Die lineare Substitution Ai^ Bi^ d^ Di anlangend, welche vom 

zweiten Repräsentantensystem zum ersten überfahrt, beachte man, 

dass 

Di — di-^ = €li mod 8. 

Es ist daher entweder (-4,, 0, 0, A) oder (r—Ai^ 0, 0, — A) mod 4 
zur Identität congruent und folglich: 



(10) xXfjS^ 



^ {5,(0, 5,(0} ^ j:^]^ 



n 



! 



aXfi 



Damit sind die xXß^*^ eindeutig definirt und die Reihen-Entwicklungen 
nach q vermittelt 

"Wir Studiren nunmehr ihr Vorhalten bei linearer Substitution 
der Perioden o>|, oi, und zwar wieder so, dass wir zunächst das Ver- 
halten bei Austtbung von 8 und T bestimmen. 



Es entpricht einerseits: 



iv-fi—ü— (1,0,1,1 = 



(1, 0, 1.1, 1) (mod 32) V 
(1, 0, 9.25, 1) 
(1, 0, 17.17, 1) 
(1, 0, 25.9, 1) 



▲rdi. 4«r lUth. a. Pliyi. 2. lUili«, T. V. 



(1,0,1, 1) 
(1,0,25,1) 

(1,0,17,1) 
(1,0,9,1) 
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P=rS_ir_(l,0,l,l) = 



(1, 0, 6.13, 1) (mod 32) r= 
(1, 0, 13.5, 1) 
(1, 0, 21.29, 1) 
(1, 0, 29.21, 1) 

(1, 0, 3.11, 1) 
(1, 0, 7.23, 1) 
(1, 0, 11.3, 1) 
(1, 0, 15.15, 1) 
(1, 0, 19.27, 1) 
(1, 0, 23.7, 1) 
(1, 0, 27.19, 1) 
(1, 0, 31.31, 1) 



(1,0,13,1) 
(1,0,5,1) 
(1,0,29,1) 
(1,0,21,1) 

(1,0,11,1) 

(1,0,23,1) 

(1,0,3,1) 

(1,0,15,1) 

(1.0,27,1) 

(1,0,7,1) 

(1,0,19,1) 

(1,0,31,1) 



wenn snccessiv die Fälle n= 1, 9, 17, 25; 5, 13, 21, 29; 3, 7, 11, 
16, 19, 23, 27, 31 mod 32 unterschieden werden , wie dies im fol- 
genden immer geschiebt 



Andrerseits entspricht in analoger Weise: 




P^T^Ü" 


(0,-1,1.1,0) (mod 32) V= 


(0,-1,1,0) 


(0,-l,-fl,0)= 


(0,-1,9.25,0) 


(0,-9,25,0) 




(0,-1,17.17,0) 


(0,-17,17,0) 




(0,-1,25,9,0) 


(0,-25,9,0) 


(0,-1,6.13,0) 


(0,-5,13,0) 




(0,-1,13.5,0) 


(0,-13,5,0) 




(0,-1,21.29,0) 


(0,-21,29,0) 




(0,-1,29.21,0) 


(0,-29,21,0) 


(0,-1,3.11,0) 


(0,-3,11,0) 




(0,-1,7.23,0) 


(0,-7,23,0) 




(0,-1,11.3,0) 


(0,-11,3,0) 




(0,-1,15.15,0) 


(0,-15,15,0) 


F 


(0,-1,19.27,0) 


(0,-19,27,0) 




(0,-1,23.7,0) 


(0,-23,7,0) 


1 


(0,-1,27.19,0) 


(0,-27,19,0) 




(0,-1,31.31,0) 


(0,-31,31,0) 


Man findet damit folgenc 


le Resnltate: 
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(8 



(11) 



2 



in 
2 



7in 
4 

bin 
4 

3tVK 



a^ 



«11 



in 



+ 

4 

3^ 
2 

5^ 
4 



3»s 
4 

in 

in 
T 



«'IS 



+ 
+ 

+ 



*iO 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



+ 



^10 



+ 
3in 
2 



e 



in 
2" 



e 



7in 
4 

din 



hl 



«w 



t9C 



7»jp 



3»9C 

2 

t 

5l9S 



3in 



m 
J 

in 
T 



+ 



«Ol-— 
«'fi 
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+ 


"■+ 


+ 


+ 


3t» 


3i» 


+ 


— 


- 


+ 


in 

^2 


i» 

2 




!r,j 


=^01 




7i« 
4 


7i« 

4 




4 


5i» 

4 


- 


Sin 
t» 


Sin 

4 
in 


- 


4 


4 



3in 


in 


in 


2 


2 


4 


in 


in 




2 


4 


+ 


hin 




7ijf 


2 


+ 


4 


in 


7in 


«„ Sin 


2 


4 


""■'". ^ 




E,t e 




Sin 


3in 


bin 


i» 


2 
bin 


4 


y 


4 










3in 




3iw 
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— 




in 
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in 
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4 
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T) 



+ 
+ 

+ 
+ 



JO 



+ 



+ 



+ 
+ 
+ 
+ 



«Ol 



+ 



+ 



e 



e 



+ 

+ 

in 
2 

3^ 
2 

in 
2 

Zin 
2 

in 
2 

+ 
2 



»la 



+ 



+ 



+ 



in 
2 

+ 

3tff 

2 



+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

+ 



«M 



+ 
+ 
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2 
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2" 



X 



11 



+ 
+ 

+ 

+ 



u 



+ 
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+ 



+ 



di9c 

2 

in 
2 

Sin 
2 

+ 
in 
2 



Sin 
2 

+ 
in 



OP,, 



+ 



+ 



'j« 



Um weiterhin Weitläufigkeiten zn venneiden, wollen wir unsere 
Entwicklungen wieder auf irgend eine der sechs simultanen Glei- 
chungen beschränken. Durch Ausführung linearer Substitutionen der 
Perioden können wir dann die für eine Gleichung gewonnenen Re- 
sultate auf die fünf andern fibertragen. Der Tabelle (11) gemäss 
wird es am ein&chsten sein, die Gleichung flQr aio zu Grunde zu 
legen. 

Ffir diese Gleichung können wir zunächst unmittelbar die vier 
Transformationen in sich angeben; (11) zeigt nämlich: Die Glei- 
chung ffir xio bleibt (unter Ausschluss der identischen Operation) 
ungeändert, wenn man in derselben die linearen Sub- 
stitutionen 8j 8^^ 8^ der Perioden «i, n^ vornimmt 

Betreff der Beschaffenheit der Multiplicator-Gleichungen ffir die 
xX/jL^^ ergiebt die Spedalisirung der allgemeinen Besultate auf den 
vorliegenden Fall im allgemeinen dies: Je N Grössen xiß^% 
t « 1, 2, . . . i\^, genfigen einer Gleichung Nten Grades, 
deren Goefficienten der vierten Stufe in Bezug auf vierte 
Einheitswurzeln adjungirt sind. 



Daneben treten folgende Specificationen: 



MH Oehi$U der €Ü^pii$chM fknctionen, 71 

a) Ist fi.==l mod8, 80 sind sämtliche Coefficienten von 
der 4ten Stufe. 

b) Ist n s 1 nnr mod 4, so sind die Coefficienten ab- 
wechselnd von der 4ten Stnfe und der 4ten Stufe in Be- 
zug auf 2te Einheitswurzeln adjungirt, und zwar ist das 
eine oder andre der Fall, je nachdem die betreffende 
homogene symmetrische Function der Wurzeln von ge-^ 
radem oder ungeradem Grade ist 

c) Ist fi^ 1 nur mod 2, so sind die Coefficienten 1) 
von der 4ten Stufe, 2) der vierten Stufe in Bezug auf 
2te Einheitswurzeln adjungirt, 3) der 4ten Stufe in Be- 
zug auf 4te Einheitswurzeln adjungirt, je nachdem der 
Grad der betreffenden homogenen symmetrischenl^'unc- 
tion der Wurzel n 1) durch 4, 2) durch 2 teilbar, 8) un- 
gerade ist 



§. 3. Werte der Wuntdn sb^q^^ in den Ecken des Fundamental' 

Folpgone. 

Man findet fOr die Ecken des Fundamental-Polygons folgende 
Werte der Wurzeln x^q^^ (bez. in 1 ter Annäherung) : 

00= i) Bi.q 

unter ^t, Bi gewisse, leicht zu bestimmende Constanten verstanden, 
welche nur abkOrzend eingeführt sind, um die vielfachen Falluntor- 
scheidungen zu umgehen. Ueberdies benötigen wir die expliciten 
Werte von ^t, Bi im folgenden nicht. Wir entnehmen diesen An- 
gaben (12) folgendes: 

1) In der Ecke »= t a> des Fundamental-Polygons sind sämt- 
liche N Wurzeln o^^^^ endlich und von null verschieden. 



»« 


0) 


Ol — 


1) 


»>" 


2) 


(D — 


8) 




72 Bied^rmanm üeher I^iHpUeatar'GUkhm^en höherer Simj€ 

2) In den fanf andern Ecken des Fnndamental-Poljrgons dsd 
diese ^ Wurzeln ^^^(^ stets zu einem Teil nnll und zn eimm Teil 
unendlich (anssordem, wenn n eine Qnadrat-Zahl ist, noch zu einem 
Teil endlich und von null verschieden). 

3) In der Ecke «o — -fi werden die Wurzeln, an $ = ge- 
messen, in anderer Ordnung null und unendlich, als in den vier 
Ecken o— 0, 1, 2, 3, in denen die Werte der Wurzeln je flborein- 
Btimmen. 

Die in (12) gefundenen Null- und Unendlichkeitspunkte der Wur- 
zeln flr|0(O sind die einzigen im Fundamental-Polygon 4ter Stufe. 



§ 4. Form der Coeffieieniten. AufsieUwng der Gleiehmiigem. 

Betreffs der Form der Goeffidenten unserer Multiplicator-Glei- 
chungen fflr die ca^O haben wir die allgemeine Betrachtung von 
pag. 16. etc. auf Gongruenz-Moduln 16ter Stufe ^(<o) in Anwendung 
zu bringen, welche in Bezug auf vierte Einheitswurzeln der vierten 
Stufe adjungirt sind. 

Wir setzen an: 

und leiten daraus ab, da ^(<o) als eindeutige Function von » nur 
in o — 0, »*, ^ verzweigt sein kann : 



unter a, /?, y, d, e ganze Zahlen verstanden. Nun sind aber Vo, 

4 

yo'-f keine Congruenz-Modnln 16ter Stufe, sondern erst gewisse 
Producte und Quotienten dieser fttnf Grössen sind Congruenz-Modnln 
16ter Stufe, welche der vierten Stufe in Bezug auf vierte Einheits- 

4 

wurzeln a^jungirt sind. Diese Producte und Quotienten ans Vo, 

4 

Vo— ^ müssen sich rational durch die oXfi ausdrücken, weil dieselben 
ein volles Formensystem für die 16 te Stufe überhaupt sind. Um 

4 4 

daher die sämUichen Verbindungen von yo und Vo—t^zuProducten 
und Quotienten, welche Congruenz-Modnln 16ter Stufe sind, ausfindig 
zu machen, können wir fragen, welche Producte und Quotienten von 
o und (o—f) sich als 4te Potenzen rationaler Functionen der oKfi 
ausdrücken. Oder wir können umgekehrt und unter Bezug auf (8), 
welches die sämüichen Producte und Quotienten von o und (o^f) 
^•^ iHrodncte und Quotienten der Grössen oXf*^ darstellt, fragen: 



•^ 



MI OebieU dir «Uipii$ekeH Functionen, 78 

Welche Producta und Qaotieuten der sechs Grössen <rA/i^ sind 2te 
Potenzen von Prodncten nnd Quotienten der fünf Grössen o und 
(o— t*)? Diese Frage lässt sich nnn auf Grund der Formel-Gruppe 
(8) leicht beantworten. 

Von Prodncten und Quotienten der sechs Grössen aXß^y welche 
2te Potenzen von Producten und Quotienten der fttnf Grössen o, 
(o— »*) sind, existiren nämlich nach (8) nur die durch folgende Re- 
lationen gegebenen: 

(13) (oo\02i)^:(^iooi2)^:(aii<nz)^ 

-^[(l + o)(l-o)]*:-4c»«: + [(l+io)(l-u>))«. 

4 4 

Daher sind von den Producten und Quotienten von yo und Vo — t* 
nur die beiden Ausdrücke 

4 4 

r (l + o)(l-a) "''^ r (l+t6Kl-Ä>) 

(abgesehen von deren Product, Quotienten und ganzzahligen Poten- 
zen) der 4ten Stufe in Bezug auf 4te Einheitswurzeln adtjungirt 
Die geradzahligen Potenzen dieser 2 Grössen sind der 4ten Stufe 
nur in Bezug auf 2te Einheitswurzeln adjungirt. 

In dem der vierten Stufe in Bezug auf 4te Einheitswurzeln ad- 
jungirten Ftictor: 

(y^)«.(V^=i)/».(V^y. (VHFi)<(v^y 



in der Darstellung von iff(ci>) sind nun aber weiter ausser den durch 
das Vorhergehende indicirten Factoren: 

\V {l+o)(l-o)) '\V(l+io){l^'h)) 

auch solcho Producte und Quotienten von Vo und Vo—»* zulässig, 
welche der 4ten Stufe nur in Bezug auf 2te Einheitswurzeln ad- 
jungirt sind. Wir haben daher noch zu bestimmen, welche andren 

Producte und (Quotienten von yo und ^o^i^ ausser 



Vä+ki^) ^^ Vä 



+ io)(l-io) 



der 2ten Stufe in Bezug auf 2te Einheitswurzeln adjungirt sind. 
Dazu werden wir, dem Ideengange von pag. 72., folgend fragen, 
welche Producte und Quotienten der sechs Grössen aXfi vierte Po- 
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tenzen von Prodncten and Quotienten der fünf OrOssen o und (o -f) 
Bind. Die Beantwortung dieser Frage erledigt sich ebenfalls leicht 
auf Orund von (8) und ist bereits durch (9) gegeben. Danach giebt 
es (ausser den beiden bereits genannten) nur folgende drei Moduln 
8ter Stufe, welche der vierten Stufe in Bezug auf 2te Einheitswurzdn 
adijungirt sind: 

(von deren Prodnct, Quotienten und ganzzahligen Potenzen abge- 
sehen). Wir gewinnen daher als allgemeinste Darstellung eines Gon- 
gruenz-Modnls der 16ten Stufe, der der vierten Stufe in Bezug auf 
4te Einheitswurzeln ad|jungirt ist: 

worin wir a und 6 auf die Werte 0, 1, 2, 3 und c, cf, e auf die 
Werte 0, 1 beschränken können, oder in einer fllr das Folgende 
zweckmässigeren Form: 



'V")-(|/g)'(Hg)'«<* 

worin wir p, $, u, o, x, y, n auf die Werte und 1 beschränken 
können und wollen. 

Um diese Darstellung (14) vollkommen eindeutig zu machen, 
haben wir festzusetzen, wie die dabei auftretenden vierten und zweiten 
Wurzeln gezogen werden sollen. Wir greifen dazu zweckmässig auf 
(13) und (9) zurück und definiren: 



(.« ]/' _. 



Vih-' 



tn 






4 






• 


1 

4 • 

V2 




3tff 






8 








1 


^O^'ll 



1+^* i/Q ^'ll^ 



V2 



'll^W 



i 
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(15) 



Sät 






8 


«'lO 




• — • e 


«'w 






idtis 




8 




'1-0 


«'Ol 


1+0 ~' 


• 

8 
• 


"9% 


'1-w 

4 1 • "" 


9\t 



1 + to 



4 



ffl8 



worin wir unter y2 beide mal dieselbe 4te Wurzel und zwar die 
reelle poiitiye yerstehen. Im Anschluss an diese eindeutige Dar- 
stellung unserer zur 4ten Stufe adjungirten Moduln durch die <ra^ 
können wir das Verhalten derselben bei Ausübung von 8 und T an- 
geben, und zwar ist dies folgendes: 



11^ 

8 



r i-o« * 'r ii? 






3^ 

V2 



IJn 

8 



7«r ^ 



(ff 

T 



(16) 



y. . .y. _)/|Ei 



r i-u 




+o ~ri+& -V" 



7m» 
4 



l/T-Ä I/I+» l/l-'ö 

Weiteren Aufschluss Aber die Form der Coeffidenten unserer Glei- 
chungen als durch (14) erhalten wir, wenn wir die Transformationen 
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der GleichnngeD in sich heranziehen. Und zwar werden wir, um 
zanächst die Exponenten p nnd q der zur 4ten Stufe in Bezug auf 
4to Einheitswnrzeln adjongirten Moduln in (14) zu bestimmen, lineare 
Substitutionen der Perioden o>i, vt^ in Anwendung bringen, welche 
mod 8. zur Identität congruent sind. Nachdem p und q auf diese 
Weise bestimmt sind,l werden wir durch Ausflbung linearer Substi- 
tutionen der Perioden an, '02 , welche mod 4 znr Identität congruent 
sind, in analoger Weise die Exponenten u, v, x, y, » bestimmen. 
Diese Discussion verläuft ganz ähnlich wie die entsprechende Dis- 
cussion im Falle « = 3, pag. 48. Man findet schliesslich Air einen 
Coefficienten V'kk'Ho»), welcher einer homogenen symmetrischen Func- 
tion oten Grades der Wurzeln xio^*) entspricht, sofern man 
v = v'+4v" setzt und v' auf die Werte 0, 1, 2, 3 beschränkt: 

a) wenn n = 3 mod 8 tf^io^'K») "■ (|/ iTZ"*'^^) ,R(o) 

b) wenn n = 7 mod 8 tpto^'Kto) - (^ ji:^ VoJ R(o). 

Um nunmehr Aufschluss über die Form von R(o) zu erhalten, be- 
nutzen wir die Transformationen der Gleichungen in sich, welche 
durch lineare Substitutionen der Perioden od^, o>s zu Wege kommen, 
die nicht mod 4 zur Identität congruent sind. Diese 3 linearen Sub- 
stitutionen iS, S*^ 8^ bringen folgende Aenderungen hervor: 






(17) s«) «,o -J^S 



* /— — 

'S') '10 —Fl?? -^ 

Aus den früheren Angaben über die Oktaeder -Substitutionen geht 
hervor, dass ^,0 die einzigen Oktaeder-Substitutionen sind, welche 
sich bei Ausübung von S um i ändern. Daher folgt aus (17): 

(4— v' 
(18) Vio-')(a>) - (y—i) .Ä(o), 



^ 
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in welcher Formel sich die zweifache Fall-Unterscheidung im An- 
schlnss an das Vorhergehende darauf bezieht, ob n = 3 oder n ^ 7 
mod 8 ist 

An letzter Stelle achten wir auf die Null- und Unendlichkeits- 
pnnktp der Wurzeln, welche in (12) angegeben worden sind. Die 
Lage derselben lässt sich mit Bezugnahme auf die Olttaeder- 
Substitutionen so beschreiben: Die Wurzeln ario^O werden null und 

unendlich nur für unendlich grosses q-r-« i~rr^ r-^» zr^.o. Daraus 

° 1-f-a l-j-to 1 — 1 — lO' 

folgt, dassy wenn man die Gleichung fttr ario so anschreibt, dass die 

höchste Potenz der Coefficienten 1 hat, einesteils 

D/ 4x ^\^~*^ ^"^ ^+*^ 1+^ \ 
^ ' fl+»o l+o 1— to 1— o' ) 

sein muss, unter G eine ganze Function der fünf Argumente ver- 
standen, und dass andererseits das constante Glied der Gleichung un- 
abhängig von o, also eine Constante ist, welche daher unmittelbar 
nach (12) angegeben werden kann. Soll nun diese ganze Function 
der fünf Argumente bei Yertauschung von o mit io ungeändert blei- 
ben, so erfordert dies, dass sie eine ganze Function der beiden Ar- 
gumente 4 und (1-0*) ist. Die definitive Form der Coeffi- 
cient^n i^io^'H<») ist daher, wenn wir abkürzend 



(19) JTio - 

W 

(20) if/iot^Hö) - JTio .g(^Xio\ ^) 

Damit ist die allgemeine Discussion der Coefficienten der Gleichung 
fElr die xiq^^ zu ihrem Abschluss gebracht. 

Durch Ausübung linearer Substitutionen von »i, 04 in der Glei- 
chung fflr ano erhftit man snccessive die fftnf andern simultanen 
Muldplicator-Gleichungen. Es mag genügen, die dabei auftretenden 
Argumente XXft in den ax^ dargestdlt anzugeben und ihr Verhalten 
bei Ausübung von 8 und T zusammenzustellen. Diese Darstellung 
der XXfi durch die oXfi vermittelt nämlich in bequemer Weise die 
Reihenentvnckclungm der Xxfi, 
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8 7 



in 



•*H» ^^ J7Ö* -^11 



JTio 



f« 



(21) 



-^ «4 Jici« ^ ^ -, 

V2 m0ii«ia«2i 

- ^4 oiiou' ^4 

y2 ooioioouon 

_ 1 9120X0 ^2 

V2 001011013020 



7^ 
8 4 

y2*ooioio^it*n 



_, «4 ottii' _ _ 

-XlS=T77r'"~ -ÄOl -All 



e2 C21001 ^4j ^ 

"^^ V2' aiomoiaais *• *•' 

Fflr die Beatimmaiig des Grades der ganzen Fonction O in den bei- 
den ArgnmentenJ&^^nnd wr-4, sowie flUr die Bestimmung der an- 

bestimmten Constanten in der einzelnen Ansatz-Gleichnng gelten die* 
selben Bemerkungen wie in den Fällen « — 2, 8. 



S 5. BeitpieUi n — 3, 5, 7. 

a — 3. 

Man gewinnt mit Hilfe der particnlären Gleichung flUr die Ecke 
« — toD oder flUr JT,« « 1: 

(«10 — 5}(«io — !)• — «10*— -3«io*+^o*-2«,o+3 — 
folgenden Ansatz mit einer unbestimmten Constanten: 
«ioM-J^o*{(-^+^)~^^4}V+4Z,o«V-2Jr,o^o+i = 
Nach Bestimmung von A werden die sechs simultanen Gleichungen: 



h» OtbieU der tUiplitektn S\melio»tH. 79 



'10* - 1^10» (4+^)«ioH-4-X.o*«io*-2Jr,o«io-H - 0, 

'■■'-«'-•S(*+i?>''+«"<S)'-'-MS)*- 

■h(S)' - «■ 

+ fJTi/ (4 - ^)*v? - 4^12^2« + 2Xi»n . - i = 0, 



m* 



«IS 



xn*— |J5(i« (4--^gp4)«»i'— 4X2i»«a»-2Xai»2i- i - 0, 



» ^ 6. 

Der AosaU bat drei unbestimmte Cotutanten. Nscb deren Be- 
stimmung sind die sechs simultanen OIcichungen: 

-f8J&i^i»+&i»i»-i - 0, 

-8^0* V+3«,o*-i - 0, 
in Mf 

3>ff *'» 

T T 

+e .8J&i»xn»-3«u«+« .i = 0, 

«u« -SXu« (ll+16Xi«»-|-]^)*i8»+(7-f-16Xii*)«i2« 

-8JCi8»n^-|-aruHi - 0, 




l* 
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lin 3mi 

ai8«+e ^ t Jfis« ( -Il+16;ri8*+jyaji3*+e ^ (-7+16 Ais*)xi8^ 

4 2 

-H .8Xi8«Äis8-3ai8H-« -i - 0, 

:r2i«-iX2i» (i1+16:J&i* + i^):r2i*-H7+16X2i*>C2 

n«7. 
Der Ansatz lautet: 

+Xio« {(20- D''E)'\-DXiti^+E-^\ 

-^10« {(32-F)+F. ^^|xio*-{(30-G^)+öXio^ario^ 

— l6Jfioaio'+4Jfio*aJio*-| « 0, 

hat also 7 zunächst unbestimmte Gonstanton. Wir begnügen uns 
damit, in diesem complicirteren Beispiele nur eine der sechs simul- 
tanen Gleichungen, diejenige für oio, explicite anzugeben. Dieselbe 
lautet: 



«rio^ 



i^io' 



10« 



g „ /72 644^ 4, 512„ g, 8 1 \ 

a^io*— ^10 [j— -7-^10*+ -7--^io*+7 • jj^-ij- 

+X,,^ (-56+64A',oM-12.j^^4)^j 
-^io'(-8-HO . j^)a?,o*+(46-16A',o*)V~16'V,oX,o^ 



Sehlussbemerhungen Über den Zusammenhang der zu « <=» 5 
gehörigen aXfi mit der Ihosaeder-Irrationalität. 

Wir wollen zum Schluss noch die fünften Teilwerte der a-Func- 
tion mit der Ikosaeder-Irrationalität in Verbindung bringen, um damit 
wenigstens die Grundlage zu liefern für die Discussion der Multi- 
plicator-Gleichungen 5 tcr Stufe für die Teilwerte der »-Function. 



M 
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Die aXfi zeigen für « = 5 folgendes Verhalten: 

a) Bei beliebigen linearen Snbstitntionen von Ox, cO| permntiren 
sich die aX/i bis anf vortretende 10 te Einheitswnrzeln nnd ans irgend 
einem der 12 verschiedenen ax/i lassen sich daher dnrch lineare Sub- 
stitution der Perioden sämtliche zwölf aA/i nnd nur diese ableiten. 

Dasselbe gebt auch aus folgender Tabelle hervor, welche die 12 
verschiedenen a^/u, die ffir das Folgende zu Grunde gelegt sind, nam- 
haft macht, und deren Verhalten bei Ausftbung von S und T angibt: 



(1) 





S 


T 


«'Ol 


<fn 


«'lO 


<»o« 


Oii 


»«0 


Oio 


O-io 


— 0^01 


Ofo 


0» 


— O02 


on 


0J, 


+^.au 


a,g 


— «*.<'28 


-«^.«'si 


^19 


--e*a,g 


— €«.a„ 


«'U 


— «^•«'oi 


— e».ö,, 


on 


Ost 


+«^8 


0» 


+«^8 


— f.<r» 


«'w 


+^^0i 


+«*«'« 


^Sl 


— f.ai4 


+|3.a„. 



b) Bei linearen Substitutionen von cO], €»29 welche mod5 zur 
Identität congment sind, ändert sich jedes aX/i im allgemeinen um 
eine 5te Einheitswurzel, d. h. die oXfi sind der öten Stufe ad- 
jungirt 

c) Bei linearen Substitutionen von C0|, co,, welche mod 25 zur 
Identität congment sind, bleibt jedes oxß nngeändert, d. h. die ax^ 
sind von der 25ten Stufe. 

d) Die Substitutions-Goeffidenten von linearen Substitutionen der 
Perioden, welche anf die aX/i ausgeübt werden, dürfen beliebig mod 
50 (nicht mod 25, wenn die Determinante dabei nicht gleich 1 bleibt) 
modificirt werden. 

Als den Haupt-Modul für die 5te Stufe führen wir nach Herrn 
Klein ^) die folgende Ikosaeder-Irrationalität ein: 



1) Man Tei^eiebe Klein, Vorlesungen über das Ikoaaeder. 
Ardu 4tr Xalk. «. Vkjt. S. B«Ua, T«fl V. 6 
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+«0 bh^Sk 

(2) 1 = 9! +^ 5P=i «*(!-«•+•. .) 

— 00 

Dieselbe entsteht, wie kurz angegeben werden mag, indem man in der 
Bezeichnung der bereits citirten Abhandlang des Herrn Klein in den 
Abb. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wissensch. die beiden zn n -> 5 ge- 
hörigen Modalformen 



^-^^»VW-'r-A'T-f) 



bildet (cf. daselMt pag. 371) nnd den Quotienten 

(2a) .= -5 

nimmt Das Verhalten der s« bei Ansfibang von 8 and T ist (nach 
Formel (112) 1. c.) folgendes: 

tf(5— tf) 

2 
S) Mt^mj »j4"«i) — t .s« 

t^ 
T) — V5.««(— «,, m) -^ iäi^f.Mß. 

—2 

Daher führen diese erzeugenden Substitutionen 8 und T die Ulo- 
saeder-Irrationalitftt » über in 

8) tM 

In dem Schema 
(3a) 






sind, wenn man darin ib und t unabhängig von einander die Werte 
0, 1, 2, 3, 4 annehmen lässt und U'^ 8^TS^2^T setzt, 60 mod 5 
incongmente lineare Substitutionen von ti znsammengefasst In (3a) 
haben wir daher zugleich die ihnen entsprechenden 60 Ikoaeder- 
Substitutionen in symbolischer Schreibweise vor uns. Explidte sind 

dieselben, da (7 das x in — - flberfilhrt: 
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(3b) 

Ans (3b) folgt mit RflckBicht darauf, dass x als Hauptmodnl 5ter 
Stufe im Fundamental-Polygon dieser Stufe jeden Wert nur ein mal 
annimmt, dass dies Fnndamental-Polygon 12 Ecken auf der reellen 
Axe bat. Die von uns getroffene Wabl dieser 12 Ecken ist aus 
folgender Tabelle ersicbtlich , in welcber die Werte von % in diesen 
Punkten, wie sie sich aus dessen Definitionen (2) ergeben, notirt 
sind: 

{8_cS e>— €> e<— f' 

(4) 

^(3*) - - « • IeJ' <^i) — «' • JiE?-» '( Vö) - «>. 

Dies vorausgeschickt können wir nunmehr die aA/u zu s in Beziehung 
setzen und zwar wird es uns in Analogie zu den Fällen « — 2, 3, 4 
vorzugsweise interessiren, welche rationalen Functionen von s sich 
auf Orund von b) fQr die Quotienten vA/A^taA'/i-^ ergeben. Relationen 
zunächst, welche einfacher als diese in x aufgebaut sind, ergeben sich, 
wenn wir andere Gombinationen der aXß als deren 5te Potenzen in 
Betracht ziehen. Ueben wir eine lineare Substitution aus 

0,/ - (5a+l)»,+5&«»„ »,'= 5«o4+(W+l)«^ 
(5a4-l)(5d+l)— M.5c==l, 

welche modo zur Identität congruent ist, und beachten, dass für 
eine solche 

a-^ab ^ ed'\-d ^ mod 2 
ist, so zeigt sich nämlich, dass dabei beispielsweise sowol 

o}».oki.o).2.oiM.aX4 als auch 
(5) 
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nngeändert bleibt l und fi dürfen in (5) beliebige Werte annehmen. 
Indem wir speciell ^ = 1 nnd ^ » 2 setzen, haben wir den Ansatz : 

Um 4ie rationale Function rechter Hand auszuwerten , beachten wir, 
dass wir ihre sämtlichen Null- und Unendlichkeitspunkte dadurch an- 
geben können, dass wir die Werte der oA/a in den 12 Ecken des 
Fundamental-Polygons untersuchen, und dass sodann nur noch eine 
multiplicative Constante dadurch zu bestimmen ist, dass wir einen 
Term der beiderseitigen Reibenentwickelungen benutzen. Nun ist im 
Punkte c0»iQD in erster Annäherung: 

0^ "" ■" 2« -^ "^^ 2it'^ 



tn 



2in 
25 25 



(6) 



3in 4»9r 

25 25 



2m 4i» 

25 25 

a^i = — 2;^ '^ ^«« ^ "" 27r • * ' ^ 

25 25 

und auf Grund dessen vermittelt die Tabelle (1) die Werte der aXß 
in den andern Ecken des Fundamental-Polygons. Man findet damit 
auf die angegebene Weise: 

Durch Ausübung linearer Substitutionen der Perioden erhalten wir 
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offenbar daraus Relationen, welche sämtliche Ikosaeder-Sabstitationen 
durch derartige Combinationen der A/j aasdrOcken. Von den 60 
Ikosaeder-Snbstitutionen sind nnn immer je 5 nur dorch die vor- 
tretenden 5ten Einheitswurzeln von einander verschieden. Für die 
Darstellung durch jene Producte und Quotienten der oA/i kommen 
daher nur 12 Ikosaeder-Snbstitutionen als in dieser Beziehung 
von einander verschieden in Betracht Je 2 von diesen 12 wieder 

hangen immer durch die einfiache Operation s' = — zusammen. 

2 

Es genfigt daher, die Resultate nur für diejenigen 6 Ikosaedor-Sub- 
stitutionen anzugeben, aus denen alle andern durch Ausübung von 
ü und S^ hervorgehen, und zwar schreiben wir diese Ikosaeder-Snb- 
stitutionen, um diese und spätere Formeln in der Schreibweise zu 
vereinfachen, mit Bezug auf (3a) symbolisch in S und T. Dann 
werden die 6 Formeln: 

"" • aQj ^13 014 «20 ^'Öl' ' ' «'Ol «'12 OU 0^0 0%2 

8^2 — -«9 ^^OgglO^'H 02108^ 5*T= — eS ?01^10ai3^^o31 ^\ 

Mit diesen Relationen ist man im Stande, 6 der Quotienten oXi!^\o),»yjl^ 
durch % darzustellen, und zwar findet sich: 

—^^\,8T.8 T.8 TV.S^TU^ ^^ .^.^.^L^^j^i 

^5— T.8T.8^T.8^T.8^T 

«*. ^e — l.T.8^T.S^TÜ,8^TU 
(7b) 

6 



«». ^. - Ü.T.8T.8*TU.8^1U 

0» 



— ««^ = U.T.8TÜ.8^TU,S^T 
— t . ^'A — 1 . T.8TÜ.8*TU.S^T 



1) Diese Fonnelgnippe (7) findet sich im Princip bereits bei Biancbi, 
Math« Ann. Bd. 17., indem derselbe eine dieser 6 Formeln ableitet. 
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Aatflbuig linetter SobstitiitioiieB der Perioden in (7b) liefert 
keine neoeo Belationen, sondern Tertanscht nnr dieselben nnter sieb. 
Diese 6 Quotienten oXßhox'ß^ in (7b) sind also rationale 
Fnnctionen 6ten Orades Ton «. 

ISne weitere Beibe Ton Belationen, welcbe zwiscben den #a^ 
nnd der Ikosaeder-Irrationalitit besteben, finden wir, warn wir nocb- 
mals auf die Combinationen (5) znrUckgebai nnd spedell l nnd ^ » 
seixea. Dann lebrt dies, dass ancb (^mH»)^ ^"^ («lo^)' bei linearen 
Snbstitntionen der Perioden, welcbe mod5 xnr IdentiUt congmeat 
sind, nngeändert bleiben. Die Becbnnng zeigt, dass dies sogar be- 
reits mit («oi^ot) ond («le^») selb^ der FaU ist Dies giebt den 
Ansats: 

^-Rat(.) 
und swar findet man auf analoge Weise wie Torbin: 






. 5,:[_(,^^)^«««t«)][4^,«-c»)H-(»-«*)] 



Bringt man darauf die Operationen S^ in Anwendung, so kann man 
scbliesslich folgende fortlanfende Proportion ansdureiben: 



(8) 



. 5, ;+ [^t-f*)^£«-f«)] [+(««-f»)^«-c4)3 

+|4[-(t-f*)««H-(^*-«*)] [+{«•-»*) A-H«-f*)] 
-t[-(«-'J)A+(«»-«*)] [+(t«-f»)€»#+(f-£*)] 

Weitere Relationen ergeben sich daraus durch Anwendung linearer 
Substitutionen der Perioden nicht Diese Relationen (8) kOnnen 
sichtlich nicht dazu dienen, die noch fehlenden Quotienten oXßiaX'/ä' 
mit Hilfe tou (7^) zu bestimmen. Dazu wird es rielmehr erforder- 
lich, einen der 2och fehlenden Quotienten direct als rationale Func- 
tion Ton« auszuwerten. Man findet so beispielsweise durch die be- 
kannte Methode: 

^^^ o^^ "" ^^^^ •4.(^8— «»)tVH«-f*) +(««-|8)jS,^(j_^) 



i-(t-«*)H-(«*-«*)J {+(«'-«»)H-(«-«*)J 



^ 
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nnter V5 die positive Qnadratworzei y erstanden. Dieser Quotient 
ist also eine rationale Function 7ten Grades in z. 



Durch Ausübung linearer Substitutionen in (9) kann man nun 
unter ev. Benutzung der Formeln (7b) jeden beliebigen der noch feh- 
lenden Quotienten aA^i^ioA'fi'^ berechnen. Von den 66 überhaupt 
existirenden derartigen Quotienten sind nur die 6 in 
(7^) angegebenen vom 5ten Orade in s; die60andern sind 
vom 7ten Grade in m. 

Will man die diesbez. Resultate in der Form der fortlaufenden 
Proportion: 

zusammenfassen, so hat dies keine Schwierigkeit , aber die Formeln 
werden zu complidrt, als dass sie hier eine Stelle finden könnten. 
Es mag daher genügen, den Formeln (7^), welche 6 von einander 
unabhängige Quotienten oXfifiioX'/a'^ gehen, folgende Formel-Serie an 
die Seite zu setzen, welche weitere 5 von jenen Quotienten unab- 
hängige Quotienten in der gewünschten Weise darstellt Diese For- 
meln werden einfach erhalten, indem man in (9) die Operationen /S* 
vornimmt Diese 11 von einander unabhängigen Quotienten (7^) und 
(9^) genügen dann, um irgend einen der andern Quotienten unmitel- 
bar angeben zu können. 



fr 
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u. 

Ueber die Integrale 

— d> mid J —&. 

Von 

Dr. Ern8t LInhardt 



Als Jahresprogramm pro 1883 der Stadienanstalt Neustadt a/H. 
yeröffentlichte Hr. Nachreiner eine Abhandlang „Beiträge znr 
Theorie der bestimmten Integrale und zur Attractions- 
theorie^S worin die Auswertung des Potentials eines elektrodyna- 
mischen Cylinders unter anderem von einer Gattung Integrale ab- 
hängt, welche sich, wie in der Einleitung gezeigt wird, auf die spe- 
delleren Formen 



/sin« , , /*cosä , 

— & und y -^d. 



zurflckftthren lassen. Hiebe! kommen diese Integrale jedoch nur als 
bestimmte Integrale zwischen den Grenzen und od in Betracht^ 
als welche sie bekanntlich durch Eni er für positive et •< 1 bereits 
erledigt wurden. Noch nicht durchweg beantwortet dagegen erscheint 
die Frage nach den Functionen, welche durch die obigen unbe- 
stimmten Integrale ihren Ausdruck finden und aus welchen sodann 
die bestimmten Integrale nach Einstellung der Grenzen hervorgehen 
müssen. Mit dieser Frage sollen sich nun die folgenden Zeilen be- 
schäftigen, und zwar betreten wir dabei den Weg, welcher von Hm. 
LommeP) hinsichtlich der Specialfälle 



1) Lommel, Math. Ann« Bd. XYI, 8. 1S3— SOS« ISSO. 
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/sin«, /*co8« . 



eingeschlagen worden ist 

1) Der linearen Di£ferentialgIeichaDg zweiter Ordnang ^) 






/- 2 



genügt für ein ganzzahliges v -» n das vollständige Integral 

g— 1 
2 

für gebrochene v aber der Ansdmck 

2 

in welchen beiden Formeln a, iE;, A^^ B^ constante Orössen bedenten, 
Jy, J.i>, J», Fm BesseFsche Functionen in der gewöhnlichen Schreib- 
weise vorstellen, andl^S^^n, bzhw. 8^,v dnrch nachstehende Gleichnngen 
definirt wird 

Sf,,n = ^^ / ^Jndz—JnJ zf^Tndz 

Sfi,v oder auch 8ß,M kann nun, wie Hr. Lommel in der oben dtirten 
Abhandlang gezeigt hat, als eine nene den Bessel'schen Fnnctionen 
verwandte allgemeinere Function angesehen werden, welche 
sich ganz ähnlichen Grandbedingungen, wie jenen Transcendenten zu- 
kommen, unterwirft und die mannigfachsten Eigenschaften besitzt; 
insbesondere teilt sie mit den Bessel'schen Functionen das Charak- 
teristikum sich in zwei Weisen entwickeln zu lassen, und es gelingt 
hiedurch sowol Sfi,^ als auch 8fi,n für alle Werte fi, v, n zu berech- 
nen. Als diese Entwicklungen finden sich unter Annahme eines ali- 
gemeinen V 



1) Lommel, Math. Adb. Bd. IX, 8. 4S5— 444. 1876. 
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r=m pI-2 p/-2 -2p 

S^.v = zi'-i£(—l)P(iA—v—l) (m+v-1) » 

m+1 m+1/— 2 m+l/-2 

+ (-1) (^-v+1) (f»+v-l) Ä^-2«-2.iP 

uod 

^ « (-l)P*"f2pfI 



;i+l/2 p+1/2 



2^-1 /f*-V+l\ p/ f*+V+l \ A:„^+^-l , 



-am — :; — 



1 , \ 



wovon freilich die erste Reihe, wenn man sich dieselbe bis ins Un- 
endliche fortgesetzt denkt , divergent ist, jedoch gehört sie zu den 
sogenannten halbconvergenten Reihen, die sich namentlich für grosse 
Werte von m znr namerischen Beredinnng besonders eignen; die 
zweite Snmme dagegen convergirt für alle Werte von s, was aach 
fi nnd V sein mag, nnr ist bei Anwendungen darauf zu achten, dass 
die Argumente der T-Functionen immer positiv ausfallen, was aber 
mit Hülfe der Beziehung ^) 



f=0 



^/^""^ ^' H-1/2 H-1/2 



_j (— l)'^.^A<-i-a»»>» 

■r ml* m/2 

(i»-H-i) (H-H-i) 

jedesmal erreicht werden kann. 

Die Function Sfi,^ integrirt nicht nur obige Differentialgleichung 
vollständig, sondern es gelingt auch sämtliche Integrale von der Form 

ßgf^Jpdz und / zf^Yndti 

durch sie auszudrücken; es ergiebt sich auf diese Weise 






«^y,»d8 =- (^+n-l).ÄyiiS^u-i,H-l-"«yji-i5/i.H, 



tf^Jvd»^ (|A+v-*-l)«J»iS;i-i,»-l— »J»-l5^,» 



1) IfOiDiMl a. »• O, 

V 
I 

\ 
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auch hier ist, wie Bchos frOher hervorgehoben, die erBtere Qleichnog 
DDr dann zn gebraocheD , wenn der Index der BeBsel'Bchen Fanction 
poütiv oder negativ ganz wird. 

2) In die obengenannte Fonn nnn tasBon ticb nnsere Integrale 

/ — dM nnd / --;— «i« sofort znrfickfllhren, wenn man bedenkt, 

Ji - )/|riu. 
nnd ebenso 

ist Uan gewinnt deshalb fDr die beiden in Rede stehenden Integrale 
die Gleichungen 

auf deren rechte Stilen sofort die am Schlnsse des vorigen Paragra- 
plien mitgeteilte Relation angewendet werden kann. 

/»sin I 
Znn&chst Bei znr Behandlung des Integrals / — ^ di geschrit- 
ten, nach welchem in analoger Weise dar Wert ftlr / —^^ S'b- 
znleiten ist 

FOr ersteres findet sich 

welches durch Einfohmng der Worte für .7^ nnd •/_! flbergebt in 

-j-^ — — «ji*5_(,+(,4sin«— *lS_,+|,icoB«-|-ff. 

att der hier vorkommenden S-Functionen konnten sowol die 
srgente wie divergente Entwicklung des S 1- eintreten, nur ist 
irBtere noch zuvor der Umstand in Betracht zn ziehen, dsss im 
Bgenden Falle die Ai^nmente der dabei anftretenden V-Fnnc- 
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tionen negativ ansfallen, weshalb zunächst eine Umformung von 
iS^af 4.1) und iS-^^.!.! nach frflher erwähnter Methode (§ 1.) ausge- 
führt werden muss. 

Dieselbe liefert die Beziehungen 

in welche die vorher angegebenen ganz allgemeinen Werte der 8 fftr 

die spedellen Fälle |i= i.^ll» ^""i eingetragen werden kön- 
nen, so dass sich nach einigen Umformungen, insbesondere der dabei 
aaftretenden T-Functionen mit Hfllfe der Relationen 

und 

r(.,.r(«+^).r(a+?)...r(a+«-=i) 

— (2n) .q .r(qa) {q ganz U. >0) 

findet 

^ cos (ö «-h») 



X «... *8i'»(5«+«l 

-«.tlÄ_(.+|),|--^ '^ 



(X-^?^^'^ 2r(«)8iB|»C08?« 



woraus sogleich hervorgeht 



/sin« 



. rin« ( - 1)1» ■ «»»' _ co8« _ (— iy.»»M 

«« 2p-j-l/l 3« 2p+2/l 

(1-«) (1-a) 



^? + C. 



28ins ».r(a) 
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Rascher ergiebt sich die semiconvergente Entwicklang durch sofortige 
Sabstitntion der Werte 

2p+l/l 
1 o 

und 

2pll 

in die Mhere Gleichnng, und auf diese.Weise folgt 



/ 



2p+l/l 



dz=-—-Z(-l)P. 



t' * 



a — \ */ • j2|,fl 



2p/l 
eo8 2 .IX 



Z' 



z^P 



wobei die hier vorkommende Constante CMdentisch die nämliche 
sein musSy wie die der convergenten Entwicklung. 

Auf ganz ähnliche Art kann man auch das zweite Integral be- 
handeln, und 80 resultirt schliesslich hiefür nachstehendes Oleichungs- 
paar 



/ 



cos« , cos « „ (— 1)P.«^+^ , sina _ (— l)P.«2p+2 



«« z^ 2p-f l/l ^ a« 2p+2/l 

(!-«) (!-«) 



2COS2W. r{a) 
und 



/ 



CO8J cosz ^, a 



«* 



2p/l 



+ ^:;^'^(-i)''.V+^'. 



3) Die convergenten Ausdrücke lassen erkennen, dass sowol 
die Reihen von / -^dz als auch / -^c& bei positivem «<1 

für 9 = verschwinden , und ebenso reduciren sich die Summen in 
der divergenten Entwicklung für « »od auf null; man erhält daher 
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./>-- - -^ 



und ebenso 



2 cos 2^« n«) 



/sin » ^ « 

28injir. r{a) 

welche Resultate längst bekannt sind« 

Letztere Integrale, welche der Kürze halber mit bzhw. Ca nnd 
Sm bezeichnet werden, können noch mit HtÜfe der Beziehung 

r(o).r(l— a)-;.;^ («<i) 



in die bequemere Form 



und 



ftbergefbhrt werden. 



C. - r(l — a).sin^;r 



&i — r(i— «).co8ö^ 



Durch beiderseitiges Quadriren und Addiren geht hieraus die 
bemerkenswerte Relation hervor 

C««+5.«-(r(l-««))»; 

ebenso kann durch Multiplication der Definitionsgleichnngen ge- 
schlossen werden, dass 

G,.& — isina^cra — a))« 
also 

C. . iS« = i sin «« (Co«-f &i«) 

In gleicher Weise ergeben sich noch die folgenden Beziehungen 

&« --C^ — cosajr (6'«*+5«*), 

o et 

CaCOSö^ "" 5a sin 2^ 

Durch Vertauschung von a mit 1— a findet sich weiter 

Ct.a = cos ^n.Tin)^ 

&-« -» sin ö«. r(ft) 
daher ähnlich 

Arek. Ut lUth. «. Phyi. S. Jfih9, T. V. 7 
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woraus durch Vergleich mit Früherem zu entnehmen, dass 

/r(l — a)V 



TS 
Ca . Cl— a "■ Sa • <Si— o — 2^ 



ist. Endlich ersieht man noch aus. den Werten für C«, S«, Ci-a, 
Si-« das weitere Gleichungspaar 

Ca.Sl^a + Sa.Ci^a - ^- « H«)- ^(1 -«), 
5«.Cl-a— Ca.Sl-« — ».ctga« 

4) Wurde auf die Entwicklung der ^-Functionen nicht einge- 
gangen, so stellten sich die in Frage stehenden Integrale in folgender 
Form dar 

und 

Nun hat Hr. Lommel ») gezeigt, dass für jedes i» und v ganz 
aUgemein die Beziehungen gültig sind 

wendet man diese auf unsere Ausdrücke rechte an, so kommt 

/*5L'rf, « ^S!*B:ff^%inM^z^S^.^ik • cos«, 

/•co8_« ^ ^ ?(!?%?±kilco8a+rf5^.+l.|Bin» 
J ^ ö« 

wenn die noch hinzu zu fügende willkürUcheConstante der Einfachheit hal- 
ber gleich null ge8etztwird.Man bemerkt,da8s obige unbestimmte Integrale 



1) Lommel, Math. Ann. Bd. IX. 8. 4SI. 1S76. 
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in ihrer jetzigen DarsteUnag, abgesehen Ton den trigonometrischen 
Functionen, nnr Ton iS-a^-s.} ^^^ seinem ersten DifferenUalqnoUenten 
abhängig sind nnd deshalb gerade in ^Beser Oestalt sieh recht gut 
tu einer eingehenderen Discassion eignen, vorausgesetzt, dass der 
Yeiianf der jS-Fnnctionen bekannt ist 

5) Wie bereits erwähnt, genOgt 8^,^ fQr alle Werte fi und v 
als particul&res Integral der Diflerentialgleichnng 






«+1 



d«ren vollständiges Integral ebenfalls froher fftr ganzzahlige und ge- 
brochene V mitgeteilt wurde. Es liegt deshalb jetzt die Frage nach 
jenen specielleren Formen obiger Di£ferentialgleichung nahe, die so- 

wol »45-«4.4,4 •^s auch ?^*" oder, was dasselbe ist, 

— a«i;S.(«^),l befriedigen. Durch Vergleiche findet sich aber leicht, 
dass siSttf S4 die Oleichung 

eiftlH und ebenso gehorcht - — " V^*'^^ der Beziehung 

wenn für y die betreffenden Functionen eingetragen werden. 

Nun soll versucht werden in ähnlicher Weise, wie es schon bei 
den speciellen Integralen fflr « — i und et — 1 seine Erledigung ge- 
fänden hat^), ein bestimmtes Integral von der Form 

. y — * / «-^/(tt)rfi» 

/ 
zu gewinnen, welches ebenfalls der Differentialgleichung 

als Particularlösung genagt. 



1) LoBmel, Math. Ann. Bd. XVL a ^- *'*- USO. 
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Dabei bedeutet h eine noch ni bestimmende Goistaate und f{u) 
eine noch unbekannte Function von u. Dnrch Sabetitntioa dieses 
Wertes fOr y in die Differentialgleichung erhftlt man als Bedingung 

00 





es ist aber allgemein 



kj'e-^(l+u^).f{u)du - ^ 



OD 

■»'»»- ^? (•>0) 



OD 



daraus ergiebt sich durch Vergleich mit Obigem 

* r(a) 
(l + »«)./'(u)=.u«-» 

also das in Rede stehende Integral 



Weil aber die Function 0l/S.c4.|,| ebenfalls particulftre Lösung obiger 
Differentialgleichung ist, so muss sie in dem vollständigen Integral 
jener Oleichung 

1 Pe—^' tt«— 1 
y = ABiuz+BC0Bz + Y(tijJ ^ . ^» du 



für gevrisse Werte der Constanten A und B enthalten sein. 

Nun repräseatirt s^S^m-^^^ fllr — > 0, o <[ 1) wie aus Früherem 

n 
(§ 2) zu entnehmen, den Wert oder, was dasselbe ist, 

2r(a) sin I » 
r(l— o) cosö'*) femer hat man bekanntlich 



/ 



00 

du 



^SiUg^r 

« = verlangt daher 

n 



yo-J»+ 



2r(«)8in^" 
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HierauB folgt notwendig i^ » 0, und ans dem Umstände, dass für 
z^co «•/S.a+i.v sich auf noll znrflckzieht, läset das vollständige 
Integral weiter erkennen, dass auch die Constante A verschwinden 
mnss, demnach ist 

OD 

»»/S-.+I.1 — -^rr-: I ^ i « du 



/ 



Durch Differentiation geht daraus sofort hervor 

und weiter dordi wiederholte Anwendimg dieses Terfiüirens nnter 
Berflcksichtigung, dass 

8(«l5-...H.t ) _ a^-'-«*g-. .t.n 
S"^ ~ l—a ' 

resnltirt 

— ^r-^ = »--«»«-.+4,1 =T1(i)J 1+»« *• 



8(— a.«tg-(«.H).t) 

S ' 





• • • 

• • • 

• • • 



Die hier vorkommenden Integrale, welche die bekannten Gilbert'schen 
als SpedalfUle enthalten, haben die Eigenschaft wesentlich posi- 
tive Werte vorzustellen, nnd es können deshalb obige Beziehungen 
zwischen ihnen nnd den 5-Fnnctionen dazu dienen über den Verlauf 

von fl/S-a-i-1,1 und ^^i^ bei veränderlichem positivem «Schlüsse 

ZQ ziehen. 




• • ! . -. «... - . ..•■•'•••••• 






.;. . . 

• • • « 
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6) Ans ibneii entnimmt man, dass die Fonotion «ft5.a-M4 stets 

n 
positir ist und vom Werte cos o'^-'TCl — n) für « = an mit 

wachsendem » immer mehr abnimmt, nm endlich für s •-> od zn rer- 
schwinden. Als Cnrve betrachtet, schneidet dieselbe die Ordinaten- 

achse in der Höhe y » coSö^.i^U — a) and nähert sich sodann 
asymptotisch der Abscissenachse, derselben ihre convexe Seite zuwen- 
dend. Die Function r^^*~ dagegen ist immerfort negativ. 

Vom Werte y -» — sin « ». r(l — a) bei — anfangend nimmt sie 

mit wachsendem s best&ndig zn, am anch schliesslich fftr «=00 za 
nnll za werden. Stellt man sich anch diese Function in graphischer 
Weise dar, so findet man, dass dieselbe die Y Achse anter dem Or* 

dinatenwert y -> — 8inön^.r(l— n) berührt and gegen die ^Aciise 
sich asymptotisch erhebend derselben ihre convexe Seite zukehrt 

Nach diesen Auseinandersetzungen betreffs der S wird es ebenso 
gelingen über den Verlauf der sich aus £^Fnnctionen zusammen- 
setzenden Integralwerte Schlüsse zu ziehen. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die Integrale zwischen den 
Grenzen und z genommen unter gleichzeitiger Voraussetzung von 



1. Die Function / --z-d» wird ein Maximum oder Minimum, 



wenn 



» f^'- 



sin« 



— 5— = 1?^=°' 

also für X — II9K , wenn n eine ganze Zahl vorstellt Die 
werden daher für — (2n4-l)« eintreten, w&hrend die Minima den 
Wert % — 2nn fordern. | 

Das obige Integral zwischen den angenommenen Grenzen stellt 
sich unter Berücksichtigung der Entwicklung in § 4. wie folgt dar 
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Da nun die Bedingang der Haxima sich aa die Werte x=^{2a'\'l)n 
knüpfte, und, wie oben gezeigt wurde, die Function «iiSLafi^ stets 
positiv ist, so werden diese Maximalwerte ausgedrückt durch 



» 



und ähnlich sind die Minima enthalten in 






Weil nun «tiS-.«^| j firflherer Discussion gemäss nur ftlr a >- den 
Wert cos ö^- AI *«) annimmt, ausserdem aber immer kleiner als 

dieser Wert ist, so können die Maxima nie 2cos ^^ .r(l-— a) er- 
reichen, und ebensowenig dürfen die Minima unter null herabsinken. 
Das Integral ist deshalb stets positiv. Als Cnrve gedacht ver- 

läuft dieselbe zwischen der (Geraden y = 2 cos o » • AI '«) and der 
Absdssenachse, welche letztere sie im Anfangspunkte berührt. Von 
dieser Stelle an erhebt sie sich über die Gerade y «- co%^n.J\\^ti) 

zum ersten Maximum, sinkt wiederum unter das Niveau obiger Ge- 
raden u. s. £, um sich nach unzählig vielen Windungen dieser Oe^ 
raden asymptotisch zu nähern , da ftlr « »> od der Integralwert eben 

ZU cosäs-AI— a) wird. Die grössten Hebungen und tiefeten Sen- 
kungen unserer Curve nehmen bei jedem neuen Maximum und Mi- 
nimum stetig ab; ihre Gipfel liegen bzhw. auf den Gnrven 

y — cos |»r(l— «)+»liS-«+;,i 
und 

jf — cos^Ä.ra—a) -«45-«+i4, 

welche symmetrisch zu beiden Seiten der Asymptote verlaufen. Die 
Schnittpunkte der Curve mit der Asymptote sind durch das Glei- 
chungspaar 



Linkardl; Utbtr tmä imbetliMmt* InUgrmlt. 
^^^^^P±*^iiii.— «IS-.+j.iow.+ cos^Ä.ra-«) 



|r — COS 2«.r(l — b) 

oder Bach mit 



t-jg— fU) 



"ST" 
gegeben. 

Daslnt^nü / — i"^«!», (« poritiv n. -< 1 voraiugesetzt) , welches 

ö 
sich zwischen den g^benen Grenzen, wie folgt, dtrstaDt 

hit seine Maxima nnd Minima fOr ■ = (2N+l).ä.wennit wiederum 



und 
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y-8in(|jr4-45öVv2.r(l-«) 

y - sin (^ IC- 450 Vy 2. r(l - a) 
nnd nähert sich, nachdem sie unzählig oft die (Gerade 

y-gin|ir.r(l-«) 

durchsetzt, derselben asymptotisch; die Schnittpunkte der Curve mit 
ihr sind gegeben dnrch die Gleichnng 

dz 
tg««- 



und die Gipfel ihrer Maxima undlMinima gehören bzhw. den Cnnren 

y — sin ^ ;c . r(l — a) +»' Ä-a+|,; 
und 

y — sin 2 » . r(l — a) — «4 >S-«+|,4 

an, die ebenfalls hier znr Asymptote symmetrisch gelagert sind. 

7) Femer ist es möglich die allgemeinen Integrale der 
Functionen --r- und — z— auf Tier verschiedene Arten in Reihen 

ZU entwickeln, welche nach Bessel'schen Functionen und den Potenzen 
von M fortschreiten. Es ist nämlich 

welch letzterer Integralwert identisch ist mit 



j/^J^Ml'^-i.zlr^dz. 



Fflr jeden Wert von v herrscht aber die Beziehung ^) 



I z^J^^idst — 3^ ,Jt 



1) Lommel, Stadien über die Beuel'tcben Fnnctioneo. S. 20, 
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and diese Fonnd auf den eben gefundenen Aosdnick des fraglichen 
Integrals angewendet findet sich nach den Begeln der partiellen Inte- 
gration zunächst 

und durch ähnliche Umformungen eines jeden neu auftretenden Inte- 
grals mit Hilfe obiger Gleichung nach einigen Reductionen die Ent- 
wicklung: 

r^dz= ?^[«i/|+(«+i)«-u»+(«+i)(«+3).«-iJi+... 

«/2 ^—1 

2 

l/f p/2 2p -I r 



in gleicher Weise erh&lt man f&r das s weite in Bede stehende Inte- 
gral die Reihe 

l/- 

/COS tf r 2 r 

p/2 2p— 1 

2p+l J 

2 

K? W2 2p-l 
^ 2~ 

Beide Summen stellen, da die Exponenten der z negativ sind, und 
überdies die Bessel'schen Functionen mit wachsendem Index rasch 
abnehmen, convergirende Entwicklungen dar, was auch o sein mag. 

Ein zweites sich diesen Ausdrücken zur Seite stellendes und sie 
in gewisser Beziehung ergänzendes Reihenpaar lässt sich durch An- 
wendung der allgemein gtütigen Relation ^) 



1) Lommel a. a. 0. 



^ 
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gewinnen. 

l¥eil nimlicb 

so kann dies letztere Integral im Sinne der partiellen Integiation 
dnrch die oben angegebene Oleicbnng nmgeformt werden. Zunächst 
ergiebt sich wiedenun 



nnd die fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens, nachdem immer 
znTor das nen resnltirende Integral passend umgestaltet wurde, liefert 
endlich 

yain« 1 /^ r 

-jr * - j/j [-»*^-j+«.«-*^-j-«(«+2).«-i;_.+ ... 

Vi p/2 -^^_^±L 

itiid fthnUch findet mau 

f^ - -jA[-«^-H-(«+i).«-i^-j-(«+i)(«+3)^»^-i+.. 



p+1 . W2 ^-l-_^+3 1 

Q ••• J 



(-1) (H-1) • » 2~-' 



Die hier Torkommenden Summen sind eigentlich divergent, weil 
die Indices der BesseFschen Functionen negativ ausfallen, können 
aber, wie die früher erhaltenen divergenten Beihen, besonders fdr 
grosse » zur Berechnung der Integrale dienen, weil in diesem Falle, 
wie man nackzuweteen im Stande ist, der auftretende Bast immer 
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kleiner ist als das letzte Olied der Entwicklung; es wird dann das 
Integral so zn sagen dnrch einen geschlossenen Ausdruck reprftsentirt. 

Weitere Reihen liefern die Gleichungen ^) 
und 

— ST — *" * •^''"•^ 

wenn dieselben auf die mit bzhw. f^^ and / ^^ ^ iden- 
tischen Formen 

bei puüeller Integration in Anwendung konmien. So findet sich bei 
Benutzung der ersten Relation 



— Ä - -^ L2_^ J\-t (2_«) (4 _„) 



2p+3 



. ' ^-*+' 



(»-o'^-'" 



ti 1 



Kl r 



2 



(2-a) 2 

und 




cos iS 



«fc- -ST-Lr^''-* +(!-«) (2-a) 



7j+... 



2p +3 



^ 2 2^-1 

+ P+1/2 - ^ 

(1-a) 



1) Lomnd, Studien Itber die BeuerteheD FnnetioDea. S. 8. 
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10» 



Kr 



2^4-3 
z 2 



(1-ct) 2 

ODd ebenso folgt durch die zweite Formel 




"" s« Li—« * (1 



8iD« ^ ^ I «» r ** • 



«« s« Li— « * (1— «)(3— o) 

2p +3 
2 

...+(-1)«» ' 



V} 



iH-1/2 

. (1-«) 2 

2p +3 
2 



J 2f-l+ • 

2 J 



= -^-2;(-i), 



nod 




C08« 



(1— «) 2 



2p+3 
2 

+ ...(-1)» ' 






Kl 



H-1/2 

(2_«) 2 

2p +3 






Avch hier sind die beiden ersten Ansdrflcke conrergent, während 
die sich ihnen anschliessenden anderen Entwickinngen zur Classe der 
semiconvergenten Reihen gehören. Welchen Wert daher « vorstellen 
mag, es wird immer gelingen ans diesen vier Summen ein für den 
gegebenen Fall znr Rechnung geeignetes Paar auszuwählen. Es wer- 
den dann die in nächster Zeit durch Herrn Lommel znr Pubücation 
gelangenden Tafeln Air die Bessel'schen Functionen mit gebrochenem 
Index ein Mittel an die Hand geben mit Hdlfe vorstehender Reihen 
die Integrale 
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/sin» , , /*C08 » , 

— dM und J -^^dz 



fftr jedes « genügend genan ansznwerten und sie auf diese Weise der 
weiteren Anwendnng zngänglicher zn machen. 

Znm Schlüsse fiihle ich mich verpflichtet Herrn Prof. Lommel, 
der mir bei dieser Arbeit in freundlicher und zuvorkommender Weise 
ratgebend zur Seite stand, gebührenden Dank auszusprechen. 



MülUr: üthtr rationßU Drtüdce JH 



m. 

üeber rationale Dreiecke und ihren 
Zusammenhang mit der Pell'schen Gleichung. 

Von 

Dr. Richard Maller, 

BerliD. 



Yenchiedene beim Unterricht in der Ober*Tertia gemachte 
Zahlenbeobachtangen brachten mich anf das Problem: „Alle ratio- 
nalen Dreiecke herzustellen, deren Seitenlaugen durch drei aufeinander 
folgende Zahlen gegeben sind/^ 

Haben die 3 Seiten die Längen a;— 1, Wy x^l^ so ergiebt sich 
der Dreiecksinhalt nach der bekannten Elementarformel: 

^ = ixVS(x» ~ 4). 

Damit er rational sei, muss also sein: 

««-4« V, 
oder 

Die quadratische Form «* — 3^ hat die Determinante +3^ und 
da (f) = — 1 ist, kann die Form die Zahl 4 nicht darstellen, wenn 
X und p relative Primzahlen sein sollen*). 

Setzen wir aber: 



^) cf. Diridilet, Vorletaiigen tkber Zahlentheorie, $ S6. und 60. 
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80 erhalten wir: 

u*-3»* = l 

und diese Pell'sche Gleichnng hat, wie bekannt, unendlich viele Lö- 
sungen, welche aus der kleinsten Lösung u — 2, v^= 1 leicht ab- 
geleitet werden können ; wenn nämlich (L c. § 85) 

(2+V3)- = t*n+t%V3 

gesetzt wird, so sind un, vn ebenfalls Lösungen. 

Die Anfangspotenzen (n = 1 bis 6) geben also die k^insten Drei- 
ecke der verlangten Art: 

(3, 4, 5), (13, 14, 15), (51, 52, 53), (193, 194, 195), 
(723, 724, 726), (2701, 2702, 2703). 

Die immer fortschreitende Annäherung an das gleichseitige Drei- 
eck lässt sich bei dem letzten dieser 6 Dreiecke in der Decimal- 
bruchform (27,01 ; 27,02; 27,03) zum besonderen Ausdruck bringen. 
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IV.* 

Allgemeine Theorie der Isophoten-Tangenten 
und Gonstraction derselben für Flächen zweiten 

Grades. 

Von 

Josef Bazala, 

Lehrer an der k. k. Sunts-Obcrrealscbulo in Bielitz. 



I. 

Allgemeine Theorie der Isophoten-Tangrenten. 

§. 1. 

In Figur 1. der Tafel sollen s die Selbstschattengrenze einer 
Fläche F^ und E und E^ zwei dieselbe in den Punkten i nnd t'i von 
9 berührende Ebenen vorstellen, so dass die Durchschnittsgerade l' 
dieser Ebenen die Lichtstrahlenrichtung ist Denkt man sich 
nun V in der den Keil El'E^ halbirenden Ebene E' nach l gedreht, 
80 werden » und », nicht mehr Punkte der Selbstschattengrenze sein, 
aber trotzdem gleich stark beleuchtet erscheinen; sie sind also Punkte 
einer und derselben Isophote. Wird nun die Ebene E^ so bewegt, dass 
sieb ihr Berührungspunkt i^ auf s fortschreitend dem Punkte » immer 
nähert, und wird während dieser Bewegung der sich ändernde Licht- 
strahl immer in der Halbirungsebene E^ des Keiles EVE^ belassen, 
so werden sich zwar die Beleuchtungsstärken von i und t| ändern, 
beide Punkte müssen aber immer gleich stark beleuchtet erscheinen, 
selbst in dem Momente, in welchem i und »| und daher auch E und 
E^ benachbarte Elemente werden, und die dann durch i gehende 
Grenzlage l' ihrer Schnittgeraden die orthogonale Projection der 
Grenzlinie / auf die Berflhrungsebene EE^ ist Da aber die Gerade 
tVj in dieser Grenzlage eine Tangeute t von a wird, so resultirt 
folgender Satz : 

Arek. Ut lUtk. u, Thj9, 8. Boiha, T. Y. Q 
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Wenn bei einer beleuchteten Fli&che Fdie Lichtstrahlenrichtnng 
/' in einer Ebene E' gedreht wird, so werden diejenigen Tangenten 
der froheren Selbstschattengrenze, welche in den zu E' normalen 
Berfihmngsebenen E von F liegen, Tangenten anderer Jsophoten J 
mit Beibehaltung ihrer Berührungspunkte. 

Will man hingegen fiar eine Lichtstrahlenrichtnng / in einem 
Punkte i einer Fläche Fdie Tangente der dnrch^ihn gehenden Iso- 
phote darstellen , so hat man / auf die F in i berQhrende Ebene E 
orthogonal zu projiciren und ftir diese Projection V als Licht- 
strahleneinrichtung die durch t gehende Tangente i der Selbstschatten- 
grenze darzustellen; t ist dann die verlangte Isophoten-Tangento. 

Wie dieses allgemeine Princip bei den Fl&chen zweiten Grades 
durchzufahren ist, damit die Constmction der Isophoten-Tangenten 
ausser dem Interesse, welches schon ihre theoretische Möglichkeit 
und wirkliche DurchfQhrbarkeit bieten, auch die vollstilndige Dar- 
stellung der Isophoten in hohem Masso erleichtern , werden wir in 
den folgenden Paragraphen zeigen. Ausserdem lässt sich uoser 
Pnncip überhaupt bei allen Flächen durchfuhren, bei welchen man 
Tangenten der Selbstschattengrenze consorniren kann. 

n. 

Belenchtungs-ConstmctioBen flu? das Ellipsoid mit besonderer 
BerfieksiehtigoBg der Isophoten-TangenteB. 

A) Bei gewöhnlicher Darstellung durch Grund- und 

Anfriss. 

§. 2. 

Um bei dem in Fig. 2. durch seine zu den ProjectionsebeBeii 
parallelen Hanptschnitte F und Q dargestellten EUipsoide die Iso- 
photen zu constmiren, suchen wir die Isophotenpunkte einzelner 
verticaler Achsenschnitte (Seitenlinien) desselben. Wir zeichnen über 
der Flächenachse BC als Durchmesser einen zur verticaien Pro- 
jectionsebene parallelen Kreis M und legen denselben unserer Con- 
stmction in derselben Weise zu Grunde, wie dies in unserer Ab- 
handlung „Beleuchtungs-Constructionen für Flächen, deren zu einer 
Achse normale Schnitte ähnlich und ähnlich liegend sind, bei ortho- 
gonaler und bei perspectivischer Darstellung" (Archiv der Mathe- 
matik und Physik, H. Reihe, Teil 1.) in Fig. 1. bezüglich der ge- 
zeichneten Seitenlinie M geschehen ist. 

Um die Richtungen der den einzelnen Seitenlinien M zukom- 
menden Tangenten ^ am einfachsten zu erhalten, zeichnen wir in 
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/ 

der Nebenfigur 2a ans einem Punkte der Projectionsachse x einen 
doreh S' gehenden Kreis x, führen in der Hauptfigur die Scheitel- 
tangenten t^ und ^4 von P\ hierauf zu der sich dadurch ergebenden 
Geraden A'b in der Nebenfigur die Parallele S'b und schliesslich 
b ff normal zu r. Zieht man jetzt zu M^' [Fig. 2.] in der Nebenfigur 
die Parallele S'b^ und dann die Gerade b^ic^ . so ergibt sich in S'c^ 
die der Ricbtnng S'b^ involutorisch entsprechende Richtung der 
Tangente ^ [Fig. 2] i). 

Hat man bezüglich der Seitenlinie M^ in der Nebenfigur auf 
bekannte Art die Pnnktreihe mn dargestellt [t^d^ d'd^ 1 V u. s. w.], 
so ist dieselbe in der in der Hauptfigur sich ergebenden Richtung 
e^f[^A'f=A*a''] auf den Träger z zu projiciren. Nun markirt man 
die Endpunkte der zu den Strahlen des Normalbüschels Snz pa- 
rallelen Radien des Kreises M". Das Projiciren dieser Punkte auf 
die Seitenlinie M^ wird wesentlich vereinfacht, wenn man mit dem 
Halbmesser A"a'\ aus A" einen Kreis N beschreibt und den zu Su* 
parallelen Strahlenbüschel A" durch beide Kreise M" und N schnei- 
det; die zu AT] Parallelen durch die Punktreihe 3f" und die zu x^ 
Normalen durch die Punktreihe N geben beide Projectionen der 
Isophotenpunkte. 

'Wir wollen jetzt in den dargestellten Isophotonpunkten die Iso- 
photen-Tangenten construiren. Nach unserem allgemeinen Principe 
[§« 1.] hätten wir beispielsweise für den Isophotenpuiikt 5 die das 
Ellipsoid In diesem Punkte berührcude Ebene E^ zu bestimmen, 
deren in der Hauptschnittebene P liegend zu t^ parallele Spur u^ 
ist, auf E^ einen Lichtstrahl zu projiciren und für die sich so er- 
gebende Richtung als Lichtstrahlenrichtung die durch den Flächen- 
punkt 5 gehende Ebene E^ der Selbstscbattengrenze zu construiren; 
der Schnitt der Ebenen E^ und E^ ist schon eine Taugente der ge- 
nannten Selbstschattengrenze und daher auch die verlangte Isophoten- 
Tangente Von den beiden Systemen von Ebenen E und 2^3 werden 
wir blos die in der Hauptschuittebene P liegenden Spuren dar- 
stellen, so dass sich durch geradlinige Verbindung ihrer Durch- 
schnittspunkte mit den entsprechenden Isophotenpnnktcn schon die 
laophoten-Tangenten ergeben. 

Bezüglich der Ebenen E ziehe man an M" zu den Strahlen des 
Büschels Snz [Fig. 2a] normale Tangenten, was am zweckmässig- 
sten gleichzeitig mit der Führung der durch A'^ gehenden Radien 



1) Diese Conitniction conjngirter Darchmesser der Linien zweiten Grades 
fiadet ouin in Dr. L. Barmester'B „Theorie und Darstellang der Beleachtang 
gwsiwlMig getUlteter Fliehen** p. 85. (Leipzig 1S71). 

8* 
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vorgenommen wird, und markire ihre aaf j^ liegenden Schnittpiinkte 
welche in der Richtong a"a' auf x' und Ton hier in der Richtung 
a'et^' auf Ml projicirt werden sollten; die dann dorch die Pnnkt- 
reihe AT/ zu <, parallel zn fahrenden Geraden u stellen acfaon 
die erwähnten Sporen der BerOhrnngsehenen vor. Weil aber bei 
dieser Constmction der dnrch die Pnnktreihe x" in a"a' parallel 
gehende StrahlenbOschel mit dem resnltirenden Parallelbasdiel u 
die unendlich ferne Gerade gemeinschaftlich hat, müssen bdde 
perspectivisch sein; man bestimme daher den Schnittpunkt a der 
Strahlen a'a' und t^y durch welchen das Erzeugniss A'a der beiden 
Parallelbflschel geführt wird. Der erstere Büschel ist dann durch 
A'a zu schneiden, worauf durch die sich ergebende Punktreihe die zn 
^ parallelen Spuren u geführt werden. 

Weil von den Projectionen der Lichtstrahlenrichtnng auf die 
construirten Berührungsebenen E blos die Richtungen erforderlich 
sind, werden wir in der Nebenfigur den dnrch S geführten Licht- 
strahl l auf die Berührungsebenen des Kegelbüschels [s. unsere „Be- 
leuchtungscoustructionen . . . ^ [S. 267.] , welche zn den Ebenen E 
parallel sind, projidren, wobei sich als Projectionen die betreffenden 
Berührnngs-Erzengenden der Kegel ergeben. Wir bestimmen also in 
der umgelegten Lage die Berührungspunkte der aus d^ an den Kreis- 
büschel geführten Tangenten mittelst des über d^o als Durchmesser 
geführten Kreises k^ und drehen sie dann in den Raum auf; dieg 
geschieht am einfachsten, wenn man durch d' und die Punktreihe 
mn die horizontalen Projectionen der Kreistangeuten zieht und auf 
dieselben in der Richtung l' die auf ki liegenden Schnittpunkte pro- 
jicirt. Die sich ergebenden Punkte liegen im Umfange einer Ellipse 
k'i\ die der Grundriss des aufgedrehten Kreises k^ ist, und geben, 
mit S' dnrch Strahlen verbunden, schon die horizontalen Projectio- 
nen der bei unserer Constmction vorkommenden Lichtstrahlen- 
richtnngen. 

Der construirte Büschel S' wird durch den Kreis % geschnitten und 
der dadurch entstehende Strahlenbüschel e x wieder mit % zum Durch- 
schnitt gebracht. Die sich schliesslich ergebenden Punkte geben mit S' 
einen Büschel , zu dessen Strahlen man in der Hauptfigur durch A' 
Parallele zu führen hat, welche schon die oben erwähnten Spuren 
der Ebenen E^ sind; von denselben braucht man blos die auf den 
entsprechenden Spuren u liegenden Schnittpunkte ^5', A4', h^' ... zn 
markiren. Sucht man noch die in P" liegenden verticalen Pro- 
jectionen der letzteren Punkte, so kann man beide Projectionen der 
Isophoten-Tangonten zeichnen. 

Es lassen sich auch in der Nebenfigur die Richtungen der Iso- 
photen-Tangenten constmiren, so dass man zu denselben durch die 
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Isophotenpankte blos Parallele zn ziehen braucht; doch ist obiger 
Vorgang zweckmässiger. 

Bei der die Lichtpole enthaltenden Seiteulinie M^ wende man zur 
Constmction der Isophotenponkte den in unseren „Beleuchtungs-Con- 
stmctionen'' auf S. 270 angegebenen Vorgang an. Weil die bei der 
Constmction der Isophoten-Tangeuteu hier in Anwendung kommenden 
Berahrungs-Erzeugenden des Eogelbüschols in der Lichtrissebeno 
liegen, fiallen in der Hauptfigur die Spuren der Ebenen aller Selbst- 
schattengrenzen mit dem zu V conjugirten Durchmesser fiv zusam- 
men, weshalb man die entsprechenden Spuren u nicht zu ziehen, 
sondern nur ihre auf fi v liegenden Schnittpunkte zu markiren braucht. 

Bei der Bestimmung der in der Verticalcontour liegenden Iso- 
photenpunkte ist es nicht notwendig, den Kreis N darzustellen. Die 
verticalen Projectionen der zugehörigen Isophoten-Tangenten werden 
durch die Contour ersetzt, so dass nur die Constmction ihrer hori- 
zontalen Projectionen angezeigt ist; es ist dabei zweckmässiger, an- 
statt die an den Kreis Jlf " zu führenden Tangenten durch x'' zu 
schneiden, mittelst der Affinitätsachse B'^C'^ die Contourtangenten 
zn bestimmen und ihre auf x" liegenden Schnittpunkte zu markiren. 

Für die Constmction der in dem Hauptschnitte P liegenden Iso- 
photenpunkte wird man in bekannter Weise eine Hälfte der 
symm3trischen Punktreihe D^ darstellen, dieselbe in der Richtung V 
nach D' projiciren und diese Punktreihe symmetrisch ergänzen. Die 
zu den Strahlen des Büschels S'D* conjugirten Durchmesser von F' 
[Fig. 2], deren Richtungen wieder mittelst des Kreises x bestimmt 
werden, schneiden die Horizontalcontour in ihren Isophotenpunkten. 
Da der oben angegebene Vorgang für die Constmction der Isophoten- 
Tangenten hier zu keinem Resultate führt, zeichnen wir in der 
Kebenfigur, in welcher h der Durchstosspunkt des durch S gehenden 
Lichtstrahles l mit dem Gmndrisse ist, über S'h' als Durchmesser 
den Kreis V- ^^ <^® Strahlen des Büschels ^S'D' die horizontalen 
Projectioneu der durch S parallel zu den den constrnirten Isophoten- 
punkten entsprechenden Berühmngsebenen sind, so ergeben sich auf 
denselben durch den Kreis k^' schon die Projectionen des Licht- 
strahles / auf die genannten Ebenen. S'0\ S'l\ S'2\ 8*3' ... sind 
nämlich die Grandrisse dieser neuen Lichtstrahlenrichtungen, aus 
welchen man ihre Aufrisse Ä"0", 5^1", /S"2" . . . erhält. Mittelst des 
letztgenannten Büschels kann nun im Hauptschnitte Q [Fig. 2] die- 
selbe Constmction der Isophoten-Tangenten durchgeführt werden, 
welche wir bisher im Hauptschnitte P vornahmen. Man führe an 
F' parallel zn den Strahlen des Büschels S'D* [Fig. 2a] Tangenten 
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nnd markire ihre in x' liegenden Schnittpunkte, durch welche die 
zu x^ nonnalen in der Ebene Q liegenden Spuren der Bertlhrungs- 
ebenen zu ziehen sind. Die zu den Strahlen des Büschels 8"x 
[Fig. 2a] conjugirten Durchmesser der Ellipse Q" ergeben sich am 
einfachsten durch Supplementarsehnen. 

Die durchgeführten Beleuchtuugs-Constructionen lassen sich in 
nngeänderter Form auch ausführen, wenn nur ein Hauptschnitt des 
EUipsoids zu einer Projectionsebene parallel ist. 



B) Bei axonometrischer Darstellung. 

§. 3. 

Bei axonometrischer Darstellung betrachten wir die Bilder eines 
Hauptschnittes Pdes EUipsoids und der zu ihm normalen Flächenachse 
BC als Angaben. Wir legen unserer Construction eine Ellipse M^ 
zu Grunde, deren Bild der über BC als Durchmesser geführte Kreis 
ist, und stellen nach dem in unseren „Beleuchtungs-Constructionen^ 
auf den Seiten 271 und 272 angegebenen Vorgänge die Hilfsfigur 
her; nur wird man in letzterer ausser den Geraden D^ und (D^) 
auch die Gerade D' construiren. Zur Bestimmung der Richtungen 
t der den einzelnen Seitenlinien entsprechenden Berührungscylinder 
ist 'es zweckmässig, in der Nebenfigur einen die Gerade S*z in 
S' berührenden Kreis %' [vergl. Fig. 5a] so zu construiren, dass 
derselbe die conjugirten Richtungen för das Bild des Hauptschnittes 
P liefert 

Nachdem man bezüglich einer Seitenlinie Ifj in der Nebenfigur 
[vgl. Fig. 6a] die Punkte d\ d^[d*d^ | /'] und (d,) [d^\d^) norm, jc] 
bestimmt hat, werden wegen der Construction der Isophoten-Tan- 
genten von den aus (d^) an den Kreisbüschel zu führenden Tangenten 
die in der Affinitätsachse x liegenden Punkte markirt, so dass dann 
der Strahlenbüschel d^z die in die zu P parallele Grundefoene auf- 
gedrehten Lagen dieser Tangenten vorstellt; er schneidet mn in einer 
Punktreihe, welche in bekannter Weise auf den Träger x projicirt 
wird und dadurch einen Strahlenbüschel Bx liefert, der die Rich- 
tungen der an M [vergl. Fig. 2 unserer „Beleuchtungs-Gonstructio- 
nen*^] zu führenden Tangenten angibt. Von diesen Tangenten mar- 
kire man ausser den Berührungspunkten auch die in x und in der 
Affinitätsachse BC liegenden Schnittpunkte. Durch Projection der 
sich so ergebenden Punktreihe x auf den Träger M^* erhält man die 
zu obigen affinen Tangenten von M^^ welche die Isophotenpunkte 
liefern. 
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Behufs Construction der Ispophoten-Tangenten führe man durch 
die Pnnktreihe M^ die zu t^ parallelen Spuren u der Berübrnngs- 
ebenen. Um die in (k^) [vgl. Fig. 5a] liegenden Berührungspunkte 
des Kreisbüscbels in den Kaum aufzudrehen , projiciren \vir sie zu- 
nächst mit Benutzung des Büschels d^x auf die zu P parallele Grund- 
ebene und von hier nach der Richtung r auf die Strahlen des Bü- 
schels <2'mn. Die zuletzt erhaltenen Punkte geben in S' einen 
Büschel, zu dessen Strahlen mittelst des Kreises x die conjugirten 
Richtungen bestimmt werden, nach denen in der Hauptfigur durch 
den Flächenmittelpunkt die Spuren der Selbstschattengrenzen geführt 
werden. Durch die Schnittpunkte dieser mit den entsprechenden 
Spuren u müssen die Isophoten-Tangenten gehen. 

In ähnlicher Weise wird die die Lichtpole enthaltende Seiten- 
linie behandelt. Einfach gestaltet sich die Construction der Isopho- 
tenpunkte des Hauptschnittes P, während die Bestimmung der ent- 
sprechenden Isophoten-Tangenten zwar durchführbar, aber ziemlich 
umständlich ist. 

Bei der Construction der in der Contour liegenden Isophoten- 
punkte werden wir in der Nebenfigur den in unseren „Beleuchtungs- 

Constmctionen^^ auf Seite 273 angewandten Büschel v mn darstel- 
len. Nun könnte man daraus die Isophoten-Punkte und -Tangenten 
bestimmen und mittelst derselben erst die Contour zeichnen; einfacher 
ist es aber, vorerst die Contour aus zwei conjugirten Durchmessern 
darzustellen') und erst dann die Berührungspunkte der zu den 

Strahlen des Büschels v mn parallelen Contourtangenten mit Be- 
nutzung von Supplementarsehnen zu bestimmen; sie sind schon die 
gesuchten Isophotenpunkte. 



C) Bei perspectivischer Darstellung. 

§. 4. 

Auch bei perspectivischer Darstellung betrachten wir die Bilder 
eines Hauptschnittes P und der zu ihm normalen und ihn in A tref- 
fenden Flächenachse BC als Angaben *) und bezeichnen die Flucht- 



1) S. d. Verf. ^Constnictioneii über Flftchen zweiten Grades in allge- 
meiner Farallelprojection^ (Jahresbericht der ÖffeDtlicben Oberrcalschale in der 
Josefstadt in Wien. ISSJ). 

2) S. d. Verf. „Neue Constmetionen über Fl&cben zweiter Ordnung mit 
besonderer Berücksichtigung der perspectiviscben Darstellung*' (Zeitcchrift d. 
Vereines oesterr. Zeichenlehrer, Wien 1883). 
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linie des enteren mit ftv [vergl. Fig. 3 unserer ,^lenchtang8- 
Constmctionen^ und den Fluchtpunkt der letzteren mit a. Wir 
stellen eine als Kreis erscheinende Ellipse dar, deren eine Achse 
BC ist, indem wir den von B und C gleich weit entfernten Punkt fi 
der Fluchtlinie (iv bestimmen und dann die Geraden iiB und fiC 
fahren, wodurch der dieselbe respective in den Punkten B und C 
berührende Kreis M die obigen Bedingungen erfüllt; er ist das Bild 
einer die Hauptschnittebene P in A(i schneidenden Ellipse mit den 
Achsen BC und Ain. 

Bei der Belcuchtungs-Construction wird das im vorigen Para- 
graphen befolgte Verfahren mit wenigen Aenderungen durchgeführt. 
Die Fluchtpunkte der Tangenten t ergeben sich hier am einfachsten 
durch die Bilder von Supplementarsehnen. Dann werden auf die in 
unseren „Beleuchtungs-Constructionen^^ im allgemeinen Falle an- 
gegebene Art (S. 275) die auf der Fluchtlinie lux von M liegenden 
Fluchtpunkte der an M zu führenden Tangenten bestimmt und von 
diesen Tangenten ausser den Berührungspunkten die auf Ät und auf 
der Collineationsachse BC übenden Schnittpunkte markirt, aus 
welchen sich die Isophotenpunkte von AT, und die zu i parallelen 
Spuren u der Berührungsebenen ergeben. Für die Darstellung der 
Isophoten-Tangenten wird auf bekannte Art in der Nebenfigur der 
Büschel S'k' dargestellt, worauf man wieder in der Hauptfigur mit- 
telst der Bilder von Supplementarsehnen die durch A gehenden con- 
jugirten Richtungen führt Durch die Schnittpunkte der letzteren 
mit den Spuren u müssen schliesslich die Isophoten-Tangenten gehen. 

Bei der Construction der in dem Hauptschntitte P liegenden 
Isophotenpunkte wird das im Paragraphen 2 angeg^>ene Verfahren 
in fast unge&nderter Weise durchgeführt 

m. 

Belenchtungs-Constnictionen für das elliptische Hjrperbolold 
mit besonderer Berfiekslehtigung der Isophoten-Tangenten« 

§. 5. 

Wir betrachten ein elliptisches Hyperboloid, dessen reelle Achse 
zur horizontalen Projectionsebene normal und von dem ein Haupt- 
schnitt M zur verticalen Projectionsebene parallel ist, als groben. 
Weil sich die Beleuchtungs-Constmctionen bei dieser Fläche von 
denen des EUipsoides nur in der Aufsuchung der Berührungspunkte 
der an die Seitenlinie M zu führenden Tangenten unterscheiden, 
haben wir in der entsprechenden Fig. 3 [Taf. I.] den Grundriss 
w^gelassen. 
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Man führe ein fdr allemal durch einen Punkt ^Sm der reellen 
Flächenachse auf die Asymptoten T des Hanptschnittes M die Nor- 
malen 5m c, verbinde die Fnsspaukte c derselben dnrch eine Gerade 
r" und lege die Hilfsfigur so an, dass der Scheitel des aus derselben 
resultirenden Normalbüschels mit dem Punkte Sn zusammenfällt 
[S'S" « Sn 5']. Hat man dann für irgend eine Seitenlinie M^ in der 
Nebenfigur den Normalbüschel Sfi dargestellt, so werden seine Strah- 
len durch die Gerade r" geschnitten, und gleichzeitig behufs Darstel- 
lung der Isophoten-Tangenten zu denselben normale Tangenten an 
M" geführt, und ihre auf der imaginären Achse x von M liegenden 
Schnittpunkte markirt. Verbindet man hierauf die auf r" sich er- 
gebenden Punkte mit dem Mittelpunkte A" von M" durch Gerade, 
so treffen diese M" in denjenigen Berührungspunkten, welche, auf 
Mj projicirt, die Isophotenpunkte liefern*). Der weitere Verlauf ist 
der beim Ellipsoid angegebene. 

Bei axonometrischer Darstellung müssen auch eine Seitenlinie M 
samt ihren Asymptoten und ein zur reellen Flächenachse normaler 
Flächenschnitt gegeben sein^). Hat man ein für allemal bei dem 
Bilde von M aus einem Punkte Sh der reellen Achse des Bildes auf die 
Asymptoten die Normalen Snc gefällt und ihre Fusspunkte durch die 
Gerade r verbunden, so wird bei der Durchführung der bekannten 
Beleuchtungs-Gonstrnction der sich in der Nebenfigur, welche in der 
oben angegebenen Art mit der Hauptfigur zu vereinigen ist, ergeben- 
den Büschel Sn mit r geschnitten und dann in bekannter Weise fort- 
gefahren. 'Auch bei der Bestimmung der in der Flächencontour 



1) Wir wollen die angewandte planimetrische Com traction, welche Dr. L. Bar- 
meater in seiner „Theorie und Darstellang der Beleachtang" TerOSentlicbt hat, 
nach Principien der darstellenden Geometrie ableiten, indem wir ans die Auf- 
gabe stellen, bei der in Fig. 3 samt den Asymptoten T dargestellten Hyperbel 
M" den BerÜhrangsgnnkt derjenigen Tangente t" zvl finden, welche aof einer 
gegebenen Geraden a" normal steht. Denken wir uns das entstandene Viereck 
SncAc um die Hyperbelachse ASn rotirt, so entstehen zwei auf einander 
normal stehende Kegelfläcben mit der gemeinschaftlichen Basis r und den 
Scheiteln A und Sn. Die gegebene Hyperbel M kann man dann als die rer- 
ticale Projection des Schnittes, den eine zum Aufrisse parallele Ebene E mit 
dem Kegel A bildet, und a" als verticale Projection einer Erzeugenden des 
Kegels Sn betrachten und die dieser entsprechende Erzeugende 6 des Kegels 
A sieben. Die in dem Schnittpunkte B der Erzeugenden 6 und des Kegel- 
schnittes 3/ an letzteren gezogene Tangente i ist der Durchschnitt der Ebene 
E mit der den Kegel A Iftngs 6 berührenden Ebene; da letztere auf a normal 
steht, muss auch die zur Yerticalspnr der Berfihrungsebene parallele Gerade t" 
auf a" normal stehen und man erh&lt daher in B" den gesuchten Punkt. 

2) S. unsere auf 8. 119 citirte Abhandlung. 
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liegenden Isophotenpnnkte ist es sehr zweckmässig, die Asymptoten 
der Contour in mchrerwähnter Weise anzuwenden. 

Bei pcrspectivischer Darstellung hat man analog dem frflheren 
immer die reelle Achse und die Asymptoten des Bildes der gegebenen 
Seitenlinie M bei der Construction zu benatzen. 



IV. 

Belenchtangs-CoDstrootionen für das elliptisohe Paraboloid 
mit besonderer Berfloksiohtigiing der Isophoten-Tangenten. 

A) Construction der Isophotenpnnkte und Isophoten- 
Tangenten für einzelne Achsonschnitte. 

§. 6. 

Der in Fig. 2 eingeschlagene Vorgang lässt sich auch auf ein 
elliptisches Paraboloid [Fig. 4] anwenden. Die auf der gegebe- 
nen Seitenlinie P sich ergebenden Berührungspunkte erhält man, 
wenn man zu dem ans der Nebenfigur resultirenden Normalbüschel 
Sn durch den Brennpunkt F, von P einen Parallelbüschel führt und 
durch die sich dadurch auf der Directrix r^ ergebenden Schnittpunkte 
Parallele zur Flächenacbse BA zieht. Man kann deshalb das ganze 
aus dem Brennpunkte Fj, der Directrix r, und dem durch J\ zu 
führenden Normalbüschol bestehende ebene System in der Richtung 
A"B" soweit hinauf rücken, dass dadurch die verticale Projection 
der Fläche auch dann nicht gestört wird, wenn man den Punkt Sn 
der Nebenfigur mit dem hinauf gerückten Punkt F^ zusammen fallen 
lässt. 

Bei der Construction der Isophoten-Tangenten ist es vorteilhaft, 
von den dabei vorkommenden zwei Systemen von Ebenen die Spuren 
in derjenigen horizontalen Ebene darzustellen, deren verticale Pro- 
jection die durch A' geführte Gerade A'a ist Dann sind die an P" 
zu führenden Tangenten durch letztere Gerade zu schneiden und die 
sich so ergebende Punktreihe kann sofort auf M^ projicirt werden. 
Weil bei dieser Fläche die Ebenen aller Selbstschattengrenzen zur 
verticalen Flächenachse BA parallel sind, müssen die Spuren der- 
selben nach den sich in der Nebenfigur ergebenden Richtungen durch 
die horizontalen Projectionen der Isophotenpnnkte geführt werden; 
sie sind schon die horizontalen Projectionen der Isophoten-Tangenten. 

Bezüglich der axonometrischen und der perspectivischen Dar- 
stellung genügt die Bemerkung, dass der Brennpunkt nnd die Di- 
rectrix des Bildes der gegebenen Seitenlinie zn benutzen sind. 
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B) Constraction der Isophotenpunkte und Isophoten- 
Tangenten fttr einzelne Parallelschnitte. 

§. 7. 

Ist ein Hauptschnitt P des Paraboloids zu einer Projectionsebene 
parallel [Fig. 4], so ist es zweckmässiger, nach dem Vorgänge des 
§. 4 unserer „Beleuchtungs-Constructionen^^ die Isophotenpunkte der 
zu ihm parallelen Schnitte darzustellen. In der Nebenfigur 4a haben 
wir also die Terticale Projectionsebene als Constructionsebene zu 
betrachten und den Punkt S in der horizontalen anzunehmen [S'S' 
norm. «•, V, t\ vv" norm, aj, S'S^ norm. Z", S'S^ = S'S!^ l^, 8^10 
norm, i^, ... mn norm. (\ S'O norm, l^ u. s. w.] 

Die Richtungen der den einzelnen Schnitten P| [Fig. 4] ent- 
sprechenden Umbüllungscylinder werden wir mittelst des auf der 
Projectionsachse x^ normalen Hauptschnittes Q bestimmen und uns 
letzteren zu dem Behufe in dem in die horizontale Projectionsebene 
umgeklappten Kreuzrisse dargestellt denken. Um die Richtungen der 
einzelnen Tangenten ^ zu erhalten, ohne diesen Hauptschnitt zeichnen 
zu müssen, führen wir r norm. A'a und machen aF gleich der Sub- 

normale der Parabel Q^Aa «=• 2Ä'B'\ aß norm, a«, aF^A'ß']. 
Für den Schnitt P^ ergibt sich schon in Yi^ die Richtung der Nor- 
malen seines in Q liegenden Punktes und durch t/" norm. y^F die 
Tangentenrichtung tj^^ so dass aö^ gleich der Subtangente und die 
Hälfte aii davon gleich der Abscisse des in P^ liegenden Punktes 
des Hauptschnittes Q ist. 

Damit man in der Nebenfigur die Durchschnittspunkte der durch 
S zu den Tangenten t parallel geführten Geraden mit der verticalen 
Projectionsebene und mit der Ebene mno bestimmen kann, construiren 
wir im Aufrisse und in dem in den Aufriss umgeklappten Kreuzrisse 
die Schnittgerade g der durch 8 gehenden zum Hauptschnitte Q pa- 
rallelen Ebene mit mno und legen sie dann um die Spur mn in die 
verticale Projectionsebene nach g^ um. Wegen der Uebereinstimmung 
mit der Nebenfigur denken wir uns auch in der Hauptfigur deuKreuz- 
riss in die verticale Projectionsebene umgeklappt, d. h. um 90^ ge- 
dreht, wodurch in der neuen Lage die Tangenten t die in Fy^ dargestellten 
Richtungen der Normalen erhalten würden. Wir können also in der 
Nebenfigur sofort die Tangentenrichtung ^i'^ parallel zu Py^ ziehen und die 
Schnittpunkte vj und d der Geraden t^ mit der verticalen Projections- 
ebene und der Ebene mno darstellen [d**, d*^rf" norm, ä, d^'dj^ 1 /"]. 

Die aus d^ hervorgehende Punktreihe mn gibt mit v^ die Rich- 
tungen der an P geführten Tangenten, deren Berührungspunkte sich 
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wieder mittelst des NormalbascheU F^ ergeben. Durch die auf r^ 
entstehende Ponktreihe erhält man gleichzeitig die die Berfihmngs- 
punkte von P" nach Pj" projicirenden zu B^'A" parallelen Geraden 
und auch die in P/ liegenden horizontalen Projectionen der Iso- 
photenpunktc; um die verticalen Projectionen derselben zu bestimmen, 
braucht man blos auf den Projicirenden die Strecke ci^ aufzutragen. 

Für die Construction der Isophoten-Tangenten muss man wieder 
die im Kreise kj [Fig. 4a] liegenden Schnittpunkte des Kreisbttschels 
aufdrehen. Die aufgedrehten Punkte geben mit S^' einen Büschel, 
zu dessen Strahlen, als Tangentenrichtungen betrachtet, im Haupt- 
schnitte P die conjugirten Durchmesser und ihre in P' liegenden 
horizontalen Projectionen t^', üg' ... wieder mittelst eines durch Fi 
geführten zu ^S" normalen Büschels gezeichnet werden-, sie sind die 
Spuren des Bündels der Ebenen der Selbstschattengrenzen. Die zu- 
gehörigen Spuren der Berührungsebenen kann man erhalten, wenn 
man durch die Isophotenpunkte die Erzeugenden des das Paraboloid 
nach P^ berührenden Cylinders bis zu ihren in der Ebene P liegen- 
den Schnittpunkten führt, was durch blosses Auftragen der Subtangente 
a^i geschieht, und durch diese Schnittpunkte zu den entsprechenden 
Tangenten von P Parallele zieht Durch die Durchschnittspnnkte 
^o'^) W\ V« V ••• ^^^ beiden Spurensysteme kann man schon die 
verticalen Projectionen der Isophoten-Tangenten führen. Bedeutend 
einfacher ist es, wenn man auf den Spuren der Selbstschattengrenzen 
von ihren Schnittpunkten mit den Tangenten des Hauptschnittes P 
angefangen die constante Strecke af;^ aufträgt Die horizontalen Pro- 
jectionen der Isophoten-Tangenten müssen durch die Punkte t^', t^'... 
gehen. 

Um den den Lichtpol enthaltenden Schnitt P^ zu erhalten, braucht 
man blos die Normale Fy^ parallel zu ^ zu führen. Die entsprechen- 
den Tangenten des Ereisbüschels sind dann zu g^ parallel, und ihre 
Berührungspunkte, welche in einer zu g^ normalen Geraden k^ liegen, 
werden dadurch aufgedreht, dass man sie auf ihren aufgedrehten 
Träger projicirt 

Um die Isophotenpunkte der Yerticalcontour P zu erhalten, 
stelle man in bekannter Weise die Punktreihen Z>j und jD" her und 
führe dann zu dem Strahlenbüschel S'iy' durch Pj einen Normal- 
büschel. Da die obige Methode der Construction der Isophoten- 
Tangenten für P zu keinem Resultate führt, schlagen wir dcigenigen 
Vorgang ein, welcher bei der Honzontalcontour des EUipsoids [S. 117] 
besprochen wurde, indem wir zunächst über /S'V als Durchmesser 
den Kreis V zeichnen, denselben mit dem Strahlenbüschel l^'I/' 
inm Schnitte bringen und die in c liegenden horizontalen Projectionen 
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der ScbDittpmikte markireo. Bei der Ellipse E sind non zo den 
Strahlen des BOschels 8'x dnrch Supplementarsebnen die conjngirten 
Richtangen zn bestimmen, nach welchen schliesslich die horizontalen 
Projectionen der Isophoten-Tangenten gefflhrt werden. 

Die in Fig. 4 behandelten Belenchtangs-Gonstractionen lassen 
sich anch bei axonometrischer und bei perspectivischer Darstellung 
durchführen. 

V. 

Belenehtongs^onstmetlonen für das windschiefe Ujperbolold 
mit besonderer Berlloksiohtignng der Isophoten-Tangenten* 

A) Bei gewöhnlicher Darstellung durch Orund- 

und Anfriss. 

§. 8. 

Um bei einem windschiefen Hyperboloide die Isophotenpunkte 
und die zugehörigen Isophoten-Tangenten einzelner durch die ima- 
ginäre Flachenachse gehender Schnitte zn erhalten, hat man don 
beim elliptischen Hyperboloid angedeuteten Vorgang einzuschlagen, 
also vor allem durch einen Punkt Su der reellen Achse des Bildes 
der gegebenen Seitenlinie 3f auf seine Asymptoten T Normale Snc 
zn fahren. 

In hohem Grade einfacher ist die Beleuchtungs-Construction, 
wenn man die Isophotenpunkte einzelner Erzeugenden der Fläche 
und die zugehörigen Systeme von Tangenten sucht; wir werden den 
betreffenden Vorgang im nächsten Paragraphen kennen lernen. 

B) Bei axonometrischer und bei perspectivischer 

Darstellung. 

§. 9. 

Das in Fig. 5 axonometrisch dargestellte windschiefe Hyper- 
boloid ist durch zwei congruente zur imaginären Flächenachse 
OA normale ebene Schnitte P, von welchen wir den oberen als 
Constmctions-Gmndriss wählen, begrenzt; die beiden durch den 
Flächenmittelpunkt O gehenden Goraden sind die Contouren des 
Asymptotenkegels der Fläche^). Damit man durch beliebige Punkte 
die Erzeugenden der Fläche ziehen könne, ist es notwendig, vorerst 
ihre Contour tlber das dargestellte Flächenstück hinaus bedeutend 
zu erweitem. 



1^ 8. unsere tof 8. 119. citirte Abhandlaog. 
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Um die Isophotenpunkte irgend einer Erzengenden ^„ g^' [a| 
Ol' II 0Ä\ zn erhalten, fahren wir, da bei einem windschiefen Hyper- 
boloide die Berfibmngsebene in einem Flächenpunkte die durch ihn 
gehenden Erzeugenden enthält, in der Nebenfigur 5a durch S und 
/S' Parallele zu g^ respectivo g^'\ beide treffen sich im Durchstoss- 
puukte h der g^ mit der Gruudebene. Um die Durchstosspunkte d 
der verschiedenen Geraden g mit der Ebene mno des Kreisbüschels 
einfach zu erhalten, projicircn wir ein für allemal S in der Richtung 
V auf die Ebene mno nach s (s. unsere „Beleuchtungs-Constrnctio- 
nen", S. 273); wird die Ebene mno um die Spur mn in die Grund- 
ebene umgeklappt, so kommt die Strecke S's nach S^a^ [(«t)*, norm. 
x\ Wenn man nun A<t parallel zu V führt, so ergibt sich in «tf 
die durch Projection der Geraden y, nach der Projectionsrichtung V 
auf mno entstehende Gerade und in a^c ihre umgelegte Lage; somit 
erhält man im Durchschnitte der Geraden <;,' und «'a den Punkt d' 
dann durch tVd^ 1 1' die erste Umlegung d^ und aus ihr die zweite 
Umlegung (dj). 

Ans (d^) werden an den Kreisbüschel Tangenten geführt und 
ihre Schnittpunkte mit der Affinitätsache x markirt, so dass sich dann 
der in der aufgedrehten Grundebene liegende Büschel d^x ergiebt; 
derselbe schneidet die Spur mn in einer Pnnktreihe, welche in dem 
Scheitel h einen Büschel liefert, der die Grundspuren derjenigen 
durch S gehenden Ebenen vorstellt, welche zu den das Hyperboloid 
in den gesuchten Isophotenpunkten berührenden Ebenen parallel sind. 
Die in P [Fig. 5J liegenden Spuren der letzteren ergeben sich dem- 
nach, wenn man durch den Fusspunkt h^ der g^ zu den Strahlen 
des obigen Büschels Parallele zieht. Sie treffen die Flächenspur P 
in den Punkten 0, 1, 2, 3 ..., durch welche mittelst der Flächeu- 
contour die Erzeugenden desjenigen Systems gezogen werden, dem 
g^ nicht angehört; wo letztere die Erzeugende gi schneiden, sind die 
gesuchten Isophotenpunkte. 

Um in den dargestellten Isophotenpunkten die lophoten-Tan- 
genton 7u construiren, führen wir in der Ebene des elliptischen 
Hauptschnittes durch den in ihm liegenden Punkt e^ der Er- 
zeugenden gx [^, e, — C| Äj] die Spuren der Berührnngsebenen, welche 
zu den durch h^ in der Ebene P geführten parallel sein müssen und 
daher auch gleichzeitig mit letzteren gezogen werden können. Die 
Richtungen der Strahlen des anderen, durch den Flächenmittelpunkt 
O gehenden Spuronbüschels kann man auf die beim Ellipsoid ange- 
gebene Art erhalten. 

Aus den Isophotenpunkten einer Erzengenden g^ ergeben sich 
auch schon die diametral gegenüber liegenden der zu ihr parallelen 
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£rzeog€DdeD g^ und ans den Isophotea-TaDgentcn der erstereo die 
zo ihoen parallelen der letzteren. 

Die Riebtangen der vier Erzeagenden, welche paarweise die 
Lichtpole der Fläche liefern, wenn solche anf ihr ttberhaapt vor- 
komineo, ergeben sich bekanntlich, wenn man dnrch die Flächenspar 
P einen znm Asymptotenkegel des Hyperboloids parallelen Kegel legt 
Bod denselben dnrch eine dnrch seinen Scheitel 8[tsl 7] gehende 
tnf / normal stehende Ebene schneidet Fahrt man sH parallel znr 
Gouden sS' der Nebenfigur, so ergeben sich in der za mn parallelen 
Geraden Hh^h^ die Spar der genannten Schnittebene nnd in sh^ 
und «A4 die in ihr liegenden Kegelerzeagenden. Werden zn letzteren 
parallele Erzeagende des Hyperboloids gefahrt, so treffen sich die- 
selben in den beiden Lichtpolen. Da diese beiden Richtongen zur 
Ebene mno parallel sind, fällt jeder der beiden ihnen entsprechenden 
TangentialbOschel parallel ans, und zwar ergeben sich die Richtongen 
derselben, wenn man in der Nebenfigor sh^ and sh^ parallel za den 
gleichnamigen Geraden der Haaptfigar zieht, in («J (k^ and («|) (A4). 
Die weitere Constraction bleibt angeftodert, and ist bei derselben 
bk», wie beim elliptischen Paraboloid, zo berOcksichtigeo, das« die 
Ber&hnmgsponkte des KreisbOachels wieder in eine Gerade hUeiL 

Die Isophotenponkte des elliptischen Haoptachnittes werden aof 
die beim EUipsoid angegebene Art bestinunt; nor hat man die Tan- 
genten an F zu ffihren ond die sich ergeboideo Berfibmogsponkte 
US einem Ponkte der Flächenachse central aof den Haoptseboitt 
ZQ projiciren. 

Aach die in der FlächeDeontoor liegeadea Isophotenponkte er- 
geben sich aof die beim Ellipeoid angegebeae Art; om die bedrdfeo- 
den BerOhrongsponkte zo eriialten, wird mao aos etaeai Pookte Sm 
der reellen Achse des Contoorbfldes aof die Coolooreo T des 
Asymptotenk^els Normale ziehea oad ihre Foffpookte m oad fi 
darch eine Gerade yerfoinden. 



Bei perspectiYiscba- DanteDaag bat ana aadi dea Torigaag eia- 
zuhalten, welcher in dieseai Paracrapkea gegebea warde; da skk dabd 
gar kdne Schwieri^uatea ergebea, iberlaiaea wir die Aasfftkraag 
dem geaeigtea Leser '). 



I) Die CoBSCrveiaoa der Ijop h a tf - T aag 'tf Wi 
miten Grades hmt der YerUwer htrat» im Jak^ l«7« m mimt AMMdlwif 
»Ucber die Coostnwtio« ^u Umtm w« j5r>fcer BeV^<4cm[;Mcarfw 
lehiefcii Flachen«, welche »ch ak Ma — e rriff •■ Anthrr der k. t 
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VI. 

BeleuehtuDgrs-Coiistnietioiieii für das windseliiefe Paraboloid mit 
besonderer Berttekslehtigani;: der Isophoten-Tangrenten. 

A) Bei gewöhnlicher Darstellung durch Grund- und 

Aufriss. 

§. 10. 

Bei einem windschiefen Paraboloide kann man entweder, wie 
beim EUipsoid, die Isophotenpunkte einzelner Achsenschnitte be- 
stimmen, oder nach dem beim elliptischen Paraboloid augewendeten 
Verfahren die Isophotenpunkte einzelner zu einem parabolischen 
Hauptschnitte paralleler Schnitte darstellen, oder endlich die Iso- 
photenpunkte einzelner Erzeugenden construiren. Wir wollen nur 
den letzteren Vorgang behandeln und uns dabei kurz fassen, weil 
er sich von dem analogen Verfahren bei dem windschiefen Hyper- 
boloid nur durch einige Vereinfachungen unterscheidet 

Wir denken uns das windschiefe Paraboloid so gestellt, dass die 
Fl&ehenachse normal zur horizontalen Projectionsebeue und ein para- 
bolischer Hauptschnitt parallel zur verticalen Projectionsebeue ist, 
wodurch die beiden Richtungsebenen P und Q eine verticale Lage 
annehmen; die Horizontalspur des Paraboloids ist dann eine Hyper- 
bel, deren Asymptoten die horizontalen Projectionen P' und Q' der 
Richtungsebenen sind. Ausserdem denken wir uns die Fläche durch 
zwei congmeute zur Projectionsachse normale Schnitte begrenzt 

In der Hilfsfigur, welche in derselben Lage ausgeführt wird, wie 
die Fig. 2a, legen wir durch S zwei Ebenen P und Q, welche zu 
den Richtungsebenen der Fläche parallel sind, und bestimmen ihre 
Schnitte G und H mit der Ebene mno^ sowie auch die umgelegten 
Lagen G^ und H^ derselben: in diesen Geraden müssen alle Durch- 
stosspunkte d der durch S zu den Erzeugenden des Paraboloids 
parallel zu führenden Geraden g mit der Ebene mno liegen. 

Um die Isophotenpunkte einer zur Richtungsebene P parallelen 
Erzeugenden g^ zu erhalten, führen wir in der Nebenfigur durch S 
die zu ihr parallele ^i, welche die horizontale Projectionsebeue im 
Punkte h und die Gerade G in dem Punkte d trifft Dann ergeben 
sich in der horizontalen Projectionsebeue der Hauptfigur auf be- 
kannte Art die durch den Fusspunkt h^ der Erzeugenden gi gehen- 
den Spuren der Berührungsebenen, aus deren in der erweiterten 
Horizontalspur des Paraboloids liegenden Schnittpunkten, die die Iso- 
photenpunkte liefernden zu Q' parallelen Erzeugenden zu führen sind. 
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Bezflglich der IsophoteD-Tangenten far gi hat man, da die Ebe- 
nen aller Selbstschattengrenzen vertical ausfallen, za den Strahlen 
des in der Nebenfignr sich ergebenden Baschels S^k^ die conjngirten 
Richtungen durch die horizontalen Projectionen der Isophotenpunkte 
zu führen, bis sie in ihren Schnittpunkten mit den durch h^ gehen- 
den Spuren die Fusspunkte der Isophoten-Tangenten geben, mittelst 
deren man ihre verticalen Projectionen bestimmt. 

Der Lichtpol der Fläche ergibt sich im Schnittpunkte der zu 
den Geraden G und H der Nebenfigur parallel zu fahrenden Erzen- 
genden. Bei dem betrachteten Flächenstocke ist es auch sehr wich- 
tig, nach den aus den früheren Paragraphen bekannten Vorgängen 
die in der Verticalcontour und in den zur Projectionsachse nor- 
malen Grenzschnitten liegenden Isophotenpunkte samt den ent- 
sprechenden Tangenten zu constmiren. 



B) Bei axonometrischer und bei porspectivischer 

Darstellung. 



§, 11. 



Um das soeben behandelte Verfahren bei axonometrischer Dar- 
stellung durchzuführen, stellen wir in der Nebenfigur die Schnitt- 
geraden G und H der zn den Asymptotenebenen der Fläche paral- 
lelen Ebenen mit der Ebene mno dar. Hat man dann die einer zur 
Richtungsebene F parallelen Erzeugenden g^ entsprechenden Punkte 
A, d, </ , d\ d^ und (c2|) auf einander folgend construirt und die sich 
dann ergebende Punktreihe mn bestimmt, so schneide man den Büschel 
dmn durch die Gerade H; dadurch erhält man mittelst des Büschels 

8H die Richtungen der die Isophotenpunkte von g^ liefernden Er- 
zeugenden der Fläche, welche leicht berührend an die erweiterte 
Contonr gezeichnet werden können. 

Um in den dargestellten Isophotenpunkten die Isophoten-Tan- 
genten zu constmiren, stellen wir auf bekannte Art in der Neben- 
fignr die Grundrisse der Berührungspunkte des Kreisbüschels dar 
und bestimmen dann mittels der durch S' zu den Asymptoten P' und 
Qf der Flächenspnr parallel zu fahrenden Geraden zn den Strahlen 
des Büschels 8'k^* die durch S* gehenden conjngirten Richtungen 

dar*, dieselben trefifen die Strahlen des Büschels hmn in Punkten, die 

Arek. d. lUtlu m. PkTiilc. 8. BeUie, T, Y. 9 
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mit 8 durch Gerade verbanden, schon die Richtungen der gesuchteQ 
Tangenten vorstellen. 

Auch bei perspectivischer Darstellung kann man den soeben an- 
gegebenen Vorgang durchführen; nur mnss man in der Nebenfigur 
bei der Bestimmung der Richtungen der Isophoten-Tangenten den 
Spurenbüschel S' in dem zur Bildebene parallel gedrehten Grundrisse 
mittelst der Asymptoten der Spurhyperbel, welche von den Asymptoten 
ihres Bildes zu unterscheiden sind, construiren, und ihn erst dann 
in den Raum aufdrehen. 

Wien, December 1884. 
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V. 



Ueber die Curve, deren Eotation die kleinste 

Oberfläche erzeugt. 



Von 

Louis Saalschutz. 

(Mit einer Figarentofel.) 



Stellt man sich die Aufgabe« durch zwei gegebene Punkte C, D 
eine Gurre zu legen, so dass durch ihre Rotation um eine gegebene 
Axe, die wir zur Abscissen-Axe nehmen, die an Flächeninhalt kleinste 
Oberfläche entsteht, so antwortet die Variationsrechnung bekanntlich 
mit einer Eettenlinie besonderer Art, fügt jedoch die Bedingung 
hinzu, dass die in C und D an die Curve gelegten Tangenten sich 
oberhalb der Rotationsaxe (d. h. auf der Seite, auf welcher C und 
D liegen) schneiden müssen. Wendet man nun das Integral der be- 
treffenden Differentialgleichung zur Bestimmung ihrer Integrations- 
constanten auf die Punkte C und Z> an, so erhält man entweder 
zwei Auflösungen oder keine oder, im Grenzfalle, eine einzige. Im 
ersten Falle genügt die höher gelegene der beiden Curven der obigen 
Bedingung eines Minimums, im zweiten Falle giebt es kein Mini- 
mum, in diesem Sinne, im dritten Falle schneiden sich die genannten 
Tangenten auf der Rotationsaxe und man kann auch nicht eigentlich 
von einem Minimum sprechen. — Ich will nun das genannte Pro- 
blem im Folgenden nach zwei verschiedenen Richtungen hin weiterer 
Betrachtung unterziehen. Für's Erste will ich versuchen den üeber- 
gang von den Fällen, in denen ein Minimum existirt, zu denjenigen, in 
weichen es nicht vorhanden ist, unter einer specielleren Annahme 
näher zu veranschaulichen, und zweitens werde ich unter der Vor- 
aussetzung, dass der eine Punkt C in beliebiger Lage gegeben ist, 
das (unendliche) Oebiet begrenzen, innerhalb dessen der andere, D, 
Hegen muss, wenn ein Minimum vorhanden sein muss. 

9* 
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Fälle ich von den Punkten C and D die Lote CA and DB aof 
die Abscissenaxe, die zugleich die Rotationsaxe sein sollte, and nehme 
ich irgend wo auf ihr den Ursprang O des Coordinatensystems an, 
so seien die Coordinaten 

von C: OA ^ a CA ^ h^ 

von D: OB '^ b DB — Aj. 

Die Gleichung der Corvo ist dann: 

x—k X — k 

1) ,=^.~+r~) 

wobei c und k die Integrationsconstanten sind, zu deren Bestimmung 
die Gleichungen ') dienen : 

a—k a — k 

2) 

b—h _ b—h 

Für den tiefsten Punkt der Curve ist: 

x^k X — k 



') I- 



l(. « -. " ) = 

also 

4) X = *?. 

Der fragliche Flächeninhalt Sl selbst ist: 

5) Ä« 27t.ü, 17=== / yVf+y*^ 

a 

Ich nehme nun fflr diesen ersten Abschnitt die bei- 
den Punkte C und D als gleich hoch gelegen an, (s. Fig. 
1.), lege O unter den tiefsten Punkt H der Curve und setze h^ » 
h^ = h. Dann sind also die Coordinaten von D: &, A; von C: »5, 
h. Femer folgt dann aus 5): 



)) S. c. B. Dienger, Grondrisi der Variationsrechnung § 5, 2. (S. 15ff.). 

2) Eine zweckmftsssige Anflösongsmethode derselben findet man in einer 
Anmerkung beim Abschnitt 11. dieses Aufsatses (nebst einem Beispiel). 
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» 

Bnd ana (4) : h — 0. Somit heisst die Gleichnng der Cture : 

') >-2°('"-H~"j 

voniu also folgt: 

8) y — <! für « = 
und die transceDdento Gleichnog fOr e: 

6 _* 
Ä-|(.'=-h ') 

9) oder 
6 b 

6 -26 V ■•" / 
Hier ist die KJammer anter ollen UmsUnden poaitiv, also folgt, da 
anch h nnd b positive Ontssen sind , dass anch e positiv sein maas 

Setzt num nnn - — t and Iftaat in dem Atudrncke : 

t von bis oo wachsen, so ist für diese beiden Grenzwerte: s — oo 
nnd erreiclit ein Minininm, wenn 

s=n-i — V;-o 

oder 

^-±?;=.. 

Hier erkennt man sofort, dass t >- 1 sein mnss and dorch N&he- 
nng findet man t nnd das zngeharige s: 

12) 1—1,19968 — t; «— 1,60888 = ■» 

Soll also eine Kettenlinie der Terlangten Art sich durch die 

Punkte C und Z> legen lassen, so mnss -z-y, 1,60888 sein. Um 

Besnltat die bekannte geometrische Form in geben , wie an< 
terer Anwendnngen wegen, leiten wir noch einige andere biel 
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hörige Oleichungen ab. Durch DiTision der Gleichnog 7) und der 
daraus durch Differentiation nach x entstehenden: 



.3, t-i('''-' h 



folgt (mit der Bezeichnung y' — ^l^ 



e \ ^ c 



14) y * "^ 



e— « 



also für X » 6, y » A: 



C I c 



h C f 

c ^ e 

(wenn y*h den Wert von y' fOr x — 5 bedeutet). 

Liegen nun die beiden Punkte C und D in einem SpedaUedle 
so, dass X den Wert sm = 1,50888 erhält, so folgt - = i ans der 
Geichong 11) nnd daher ist dann: 

Bezeichne ich die Punkte C und D in dieser spedellen Lage (s. 
Fig. 2.) mit M und N^ ihre Projectionen mit Am (und Bm und die 
Goordinaten von N mit 6m und Am, so sehen wir, dass die Linien 
OJf, O^ die Curve in M und ^ berühren und dass, wenn wir WkL 
MO Am » Wkl. NOBm mit a bezeichnen: 

15) r^ = »m-tg«; « = 560 28'. 

Es ist also auch, wie ich in 13) x « 5«,, — — t setze: 
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16) tga 2 

folglich 

sec« — — 's — 

Setze ich diese beiden Werte in 11) ein, indem ich daselbst r statt 
t geschrieben denke, so zeigt sich: 

17) T -= -T-— = sec/J, 
' sm a '^^ 

wenn ß das Complement von a genannt wird. 

Demnach ist: 

18) ^m = Amtg/J, C = 5mC0S/J, C — Ä»,sinft 

sodass das von Am anf OM gefällte Lot die Grösse von OH ^ e 
darstellt. Ersetzen wir in 11) t durch sec/}, so nimmt sie die Form 

ED* 



woraos 



oder 



also 



sec/J-1 * ^ 
1 — cosp 2 



19a) cot I — d^ß 

oder 

ß 
19b) sec /S » log cot ^* 

Eine der letzteren Gleichnngen kann also anch zur Berechnong von 
ß nnd somit von t dienen. 

Fallen nnn C and D nicht mit M nnd N zosammen, liegen aber 
aoch bzhw. Ober Am und ßm^ so mnss, wie oben gezeigt, r- ^grösser 

Om 
hm 

als iSM d. i. grösser als t-, also k^bm sein; da nnn dasselbe fOr 

Om 

jeden beliebigen Wert von bm gilt, so folgt daraas, dass zwei gleich 
hoch and symmetrisch gegen den Punkt O der Rotationsaze ge- 
legene Punkte C und D oberhalb der beiden durch O gezogenen 
Lmien, welche mit der ersteren den Winkel o bilden, liegen müssen, 
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wenn eine Kettenlinie verlangter Art zwischen ihnen möglich sein 
soll. Ist diese Bedingung erfüllt, so giebt es zwei Werte von c, die 
der Gleichung 9) genügen ; von diesen ist nur der eine, nämlich der 
grössere zu nehmen und in die 61. 7) einzusetzen. 

Dieser bekannten geometrischen Einkleidung der obigen Bedin- 
gung über die Lage der Punkte C und D: t >> «m lässt sich noch 

eine geometrische Eigenschaft der in Rede stehenden Curven hinzu- 
fügen. Seien nämlich C und D (Fig. 3.) zwei Punkte von verlangter 
Lage, legen wir die Kettenlinie hindurch, deren Tangenten in C und 
D sich oberhalb der jAbscissenaxe schneiden, und versuchen wir nun 
von O aus die beiden symmetrisch gelegenen Tangenten an die Curve 
du ziehen. Seien für eine derselben x^y^ die Coordinaten des Be- 
rührungspunktes iV, dann muss sein 






das ist den Gleichungen 7) und 13) zufolge: 

Diese Gleichung ist aber für - dieselbe wie 11) für <, liefert also 

Xf 

das Resultat: 7 *==- ^ nnd somit mit Rücksicht auf 16): 



^1 « 



= tg«, 



d. h. alle Kettenlinien bewegter Art, welche zwei Punkte wie C und 
D verbinden, haben dieselben Linien OM und ON (genügend ver- 
längert) zu Tangenten. 

Rücken wir nun mit den Punkten C und D gleichzeitig den Be- 
rührungspunkten 3f und i^ näher, so bleibt unsere Kettenlinie noch 
immer richtig, rücken wir aber über M und N hinaus, etwa in die 
Lage Ci und D^\ so sind die in diesen Punkten gezogenen Tan- 
genten steiler als OM und ON^ schneiden sich also unterhalb der 
Abscissenaxe, und unsere Kettenlinie hört auf richtig zu sein. Wir 
müssten vielmehr durch C^ und Z>i die zweite Kettenlinie legen, 
welche OM und ON ebenfalls, etwa in M^ und ^1 tangiren wird, und 
bei welcher die Punkte C^ und D^ wiederum zwischen Jf^ und N^^ 
liegen. 
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Hat nan in diesem Falle ansere alte Eettenlinie (die durch M 
ud N geht) für den Paukte C\ und D^ auch irgend welche Beden- 
tniig? Lftsst sich's Oberhaupt anschaulich machen, dass ein, so zu 
ngen, vemtLnftiges Problem unter Umständen eine LOsung besitzt 
md unter scheinbar wenig veränderten Umständen nicht ? Um diese 
Fügen beantworten zu können, stellen wir uns eine viel engere Auf- 
pbe als die von der Variationsrechnung gelöste, welche aber den 
Torteil bietet, dass ihre Lösung nicht anders als vollkommen durch- 
siditig sein kann. Die Aufgabe lautet: 

Es sollen durch die beliebig, aber gleich hoch ge- 
legenen Punkte C und D verschiedene Eettenlinien ge- 
legt und bezfiglich der dureh ihre Rotation um die Ab- 
scissenaxe erzeugten Oberfläche mit einander ver- 
glichen werden. 

Dabei können wir ein Ergebnis voraussagen, falls die Variations- 
rechnung ein Minimum liefert, muss ein solches auch hier und zwar 
bd derselben Eettenlinie stattfinden , weil wir ja aus den unendlich 
vielen Cnrven , die durch C und D gehen und über welche die Va- 
riationsrechnung verfügt, eine besondere Classe herausgehoben haben 
imd zwar diejenige, zu welcher die von der Variationsrechnung er- 
wählte auch gehört. 

Die Gleichung einer Eettenlinie heisst aber im allgemeinen, 
wenn wir den Wert von y für x — (und zugleich für den tiefsten 
Punkt der Curve) mit ^o bezeichnen: 

X X 



20) y-yo=|(e^+e ^-2) 

h 
oder mit - = «: 
c 

tx txh 

80 dass also die Specialisirung durch die Variationsrechnung darin 

besteht, dass yo = ^ oder p — ^ wird. Aus der voranstehenden 
Gleichung folgt: 

tx tx 

22) i+y'»=ip+r"*y 
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und somit, wenn die durch 6) angegebene Integration ausgeführt wird: 



23) 



''-? + 7(? -')<---> +$<•*--•' 



Wenden wir aber die Gleichung 21) anf den Pnnkt (x — b, y h) 
an, 80 folgt: 

2*> b~b t + ^2r . 

und demnach durch Elimination von ~ ans 23) und 24): 



25) ü^B^,{l+l.^-i 



Wir wollen nun sehen, wie sich ü mit t oder eigentlich mit yo 
ändert. Für y^ -* ^ ist ^ » und 17 = 25 A, denn, wenn t sehr klein 
ist, folgt aus 24): 

und 25) wird: 



-m^+thd 



also die Oberfläche =Uht wie es sein muss; f ür y » erhält t 
einen bestimmten Wert aus der Gleichung 

oder: 

t t 



{^-'1 



26b) ^ ~-^ - y . 

2 



Gleichzeitig wird r7> A*, (was für aas Folgende gebraucht wirdj 

denn es wird, wenn man für -, den Wert aus 26a) entnimmt und 

o 



gehörig zusammenzieht: 
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Hier yerschwindet die Klammer für e = 0, ihr Differentialgleichung 
nach t ist aber — 2(1— 0-O^ ^so positiv und daher auch die Klam- 
mer stets positiv. Bezeichne ich also den Wert von 17 für yo = ^ 
mit 27o, so haben wir: 

27) Uo > Ä« 

Für 5^0 '^ ^^^ di^ geometrische Bedeutung auf, doch wäre für 

Femer ist nun: 
du ^^ ( 1 h e< — g-< , h 6*+«-* , «« — c-2<i 

oder nach leichten Beductionen: 

wenn wir die erste Klammer mit K^^ die zweite mit K^ bezeichnen. 
Nun ist K^ stets positiv, denn E^.t verschwindet fiOr ^ — und: 

^-*(^-a-')>0, 

JT, ist aber wie aus dem Früheren zu ersehen, negativ, wenn 

^< 1^-1^888 

(GL 12)), also nimmt dann ITmit wachsendem t dauernd 
ab; ist jedoch ^ 3> ^ ^^^ bezeichne ich die beiden Werte von t^ 
die JST, zum Yerschwinden bringen mit tthih^ <C ^9 ^ ^ ^)9 m> ^* 

du 
für: « — -^1 ■"•-"<»; ^ n^ aber nicht — oo 

du 
„ 0<« <^ i^ aeg.; ^ neg. 

dir 




1 
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für: ^ < < <<t -^ PÖ8. ; 37" P08. 
„ »-«, Z, = ^ = 

„ «> «, JST, neg.; ^ neg. 

Ausserdem folgt durch Differentiation der Gl. 24), welche in Beziehung 
zwischen yo ^^^ ^ ausdrückt: 

und dieser Ausdruck ist stets negativ, was sich (ähnlich wie bei K^) 
zeigen lässt, indem man ihn mit t^ multiplicirt: yo nimmt also dau- 
ernd ab, während t wächst Bezeichnen wir also den Wert von t für 
yo = mit ^, welcher nach dem eben Gesagten noch grösser als t^ 
sein muss, und die Werte yon y^ für < « ^ und < = ^> nämlich, 

wie 24) zeigt, -- und 7 bex. mit yo^^^, yo^^\ ßo erhalten wir, wenn 
yo von bis h wächst, folgende vergleichende Zusammenstellung : 

dU dU 

y^ — 0, t =- ti K^ und ^ neg. -, ^ pos. ; U zunehmend 

yQ «» y^(2), t — 't, JT, und ^ null ; j- null ; Max. von U 

, du du 

yo^) < % < yo^^\ <s > < > «1, -fi^i nnd ^ pos.; ^ neg.; ü ab- 
nehmend 
yo " yo^^ t =• e, JT, und ^null;^ null; Mm. von U 

dU du .r , , 

yo^*^<yo<ÄA>*>0^« '^^^^ °^-' ^ P^®-' zwiiehmend 
y^ = Ä, « = JT, und -^ neg.; j- pos.; Endwert von 17. 
Wir können daher als Ergebniss aussprechen: 

h. 

1) Wenn t< 1,50888 ist, wächst IT, also der Inhalt der RotÄ- 

tionsoberfläche dauernd, während yo (von bis k) zunimmt; hier 
giebt also die Differentialgleichung ebenso wenig ein Minimum (unter 
allen Kettenlinien) wie die Variationsrechnung (unter allen Curven 
Oberhaupt). 
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2) Wenn t ]> 1,50888 ist, nimmt ü anfänglich zn, wenn ^o ▼on 

an wächst, erreicht ein Maximum für das ^o ^ ^^^^ ' = ^ ent- 
spricht, nimmt wieder ab, erreicht ein Minimum fflr dasjenige y^^ 
welches dem t^t^ entspricht und nimmt von da an wieder zu bis 
Po den Grenzwert h erreicht. Wir sehen also jetzt: FQr die Punkte 
C| Z>, (Fig. 3) bedeutet die Kettenlinie C, MND^ das Maximum von 
l/; dagegen die Kettenlinie {M^)C^D^{N^) das Minimum von (/; und 
wir erkennen somit direct warum die Variationsrechnung für ihr 
Minimum die höher gelegene Curve (das grössere yo d- 1- ^) fordern 
moss. 

3) Wenn r » 1,50888 ist, so fliessen Max. und Min. zu- 
sammen, d. h. Wachstum von ü findet an dieser Stelle sehr langsam 
statt 

Die weiteren Untersuchungen knüpfen sich zunächst an den 
2ten Fall. Denkt man sich ^o ^^^ Abscisse und das zugehörige ü 

als Ordinate aufgetragen f d. h. eigentlich ~,bzhw. ^^ j, so entsteht 

eine Curve nach Art der (Fig. 4), Darin ist ^J9 — üo, BC der 
Maximalwert und CF der Minimalwert von ü, Ist es nun möglich, 
dass, wie in der Zeichnung angenommen, der Punkt D tiefer liegt 
als Fl Oder, was dasselbe ist, giebt es einen Punkt zwischen D und 
£, der ebenso hoch wie F liegt ? Wir wollen diese Frage folgender- 
massen präcisiren, wobei wir zur Bequemlichkeit 5 «-*1 setzen. 

Aufgabe. Es soll h so bestimmt werden, dass für ein be- 
stimmtes y^iy^^ g (etwa yo "= 0, 1 b, d. i. — 0, 1) das zugehörige 
(aus den (}1. 24) und 25) zu berechnende) V gleich dem Minimal- 
wert von ü für dieses h wird. 

Auilösung. Bezeichnen wir den Minimalwert von U mi Um 
und das zugehörige t mit ^, behalten aber für das gegebene y^ = ^, 
die Bezeichnungen t und 17, jedoch im Sinne von constanten unbe- 
kannten Grössen bei, so zerfällt für das Min. von TJ die GU 24) in 
die beiden: 

^ 25^~ 

30) 

1 

und setzen wir diesen Wert von h in die Gleichung 25) ein, so wird 
sie 
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31) ü^-+ ^ j -, 

Setzen wir hierin S- statt t, so erhalten wir Um : 

1 «a* c— 8* 

32) t;,„|+^L_^ 

Die Glcichsetzung der Werte L und Um liefert eine Gleichung 
zwischen t und d-, die andere erhalten wir, wenn wir in der Glei- 
chung 24) yo ^ g und far h den Wert aus 30) setzen. Wir haben 
somit folgende beiden Gleichungen: 

^"2^ t 2t 

33) 

t"+ 2t3' ^ 4t« ■" ^'+" 4^« 

Setzen wir nun: 

34) 2t •"" *' 25 *^ 



und fahren die Hilfswinkel p uud q> durch die Gleichungen 

35) tgp = «"S tg 9 = «-^ 

ein, so werden obige Gleichungen, etwas anders geordnet: 

36) t'-'^+g-j 

2csc(2<p)cot (2y) CSC (2p) cot(2 j>) cscj (2y ) cot (2 g)) 

37) <P j^ ji ^» "" 



-a-9=«- 



Nimmt man nun t beliebig an, so folgt aus 34) 2, aus 36) i und so- 
dann mittelst Näherung oder der nachfolgenden Tabelle aus der 
zweiten 34) d-. Setzt man diese und die aus 35) sich ergebenden 
Werte von p und q> in 37) ein, so muss ihre linke Seite, die wir 
mit <P bezeichnen, gleich werden; ist dies nicht der Fall, so ist 
t solange zu verändern, bis es geschieht. Zunächst folge hier nun 
eine kleine Tabelle für sr, welche fär unsem Zweck eben ausreicht, 
aber auf Exactheit in der letzten Stelle keinen Anspruch erhebt 
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Ti 


ifel für i 


(*' 


fc-' 








! 


2t ' 




t. 


«. 


t. 


z. 


t. 


z. 


t. 


z. 


0,0 


OD 


1,0 


1,543 


2,0 


1,881 


3,0 


3,347 


0,1 


10,051 


1,1 


1,517 


2,1 


1,972 


3,5 


4,311 


0,2 


5,100 


1,2 


1,509 


2,2 


2,076 


4,0 


6,823 


0,3 


3,485 


1,3 


1,516 


2,3 


2,187 


4,5 


10,02 


0,4 


2,703 


1,4 


1,536 


2,4 


2,312 


5,0 


14,86 


0,5 


2,255 


1,5 


1,568 


2,5 


2,449 


6,0 


33,65 


0,6 


1,975 


1,6 


1,611 


2,6 


2,602 


7,0 


78,34 


0,7 


1,793 


1,7 


1,663 


2,7 


2,764 


8,0 


186,2 


0,8 


1,671 


1,8 


1,727 


2,8 


2,944 


9,0 


449,8 


0,9 


1,592 


1,9 


1,799 


2,9 


3,143 


10,0 1102,0 



Sei nun gr =» 0,1 ; nehmen wir < =- 2, so ist z = 1,881, also 
t=- 1,481; für diesen Wert, der iu obiger Tafel unter z gesucht 
werden mnss, giebt es aber, da er sich gar nicht findet, kein e d. L 
kein ^. Nehmen wir t « 2,1, so folgt f — 1,596; jetzt ist für & 
der kleinere Wert aus der Tabelle zu nehmen, weil das Min. von 
ü bei dem grösseren y^ eintritt, also ist ^ nahezu » 0,9; da es zu- 
nächst nur auf ungefähre Bestimmung der Grenzen ankommt, behal- 
ten wir für ^ diesen Wert bei; so folgt nach der angegebenen Art 
<P = — 0,132. — Rechnen wir jetzt mit t « 2,2, so kommt a>=+ 0,013^ 
also giebt es einen Wert von e, der der Aufgabe genügt, und zwar 
liegt er zwischen 2,1 und 2,2. Jetzt folgt durch genauere Rechnung^) 
(wobei die obige Tafel zur Richtschnur dienen kann): 

< = 2,195; t« 1,716; ^ = 0,759; <I> = 0,000. 

Also folgt aus 30) (im Vergleich mit 34)) 

A = f« 1,716 yo--^- 1,317 
und aus 32) Um = 3,203. Damit ist die Aufgabe gelöst. 

Um nun eine vollständige Uebersicht über die Aenderung von U 
zu gewinnen, habe ich für den obigen Wert k «* 1,716 (d. i. ä «= 1,716&) 
und einige Werte von yi (indem ich von t ausgieng) mit Benutzung 
der Formeln 24) und 25) das zugehörige U berechnet, wobei der 



1) Verfasser benutzte dabei eine von ibm bei anderer Gelegenheit ent- 
worfene kleine 4 stellige Tafel, welche aas dem log6r < direet logfrr (e—f) finden 
lisst. 
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durch 35) definirte Hilfswinkel p die ZahlenrechnaDg erleichtert und 
gewinne dabei folgende Resultate: 



t 


yoib 


U:b^ 


2,25 


0,029 


3,156 


2,2 


0,095 


3,201 


2,195 


0,100 


3,203 


2,1 


0,220 


3,272 


2,0 


0,335 


3,313 


1,8 


0,545 


3,343 Max 


1,7 


0,641 


3,340 


1,5 


0,815 


3,311 


1,0 


1,173 


3,220 


0,759 - & 


1,317 


3,203 Min 


0,5 


1,461 


3,228 


0,0 


1,716 


3,432 

1 


also bei vn 


- 0,545 ein ^ 


[ax. von U, ft 



ein Minimnm , doch geben die Werte y^ » 0,095 und 0,029 noch 
kleinere Werte von ü und ^o = würde einen noch etwas kleineren 
Wert liefern. Man erkennt also deutlich, dass das Min. der Variations- 
rechnung, welches mit diesem hier (für yQ » 1,317) identisch, kein 
absolutes, sondern nur ein relatives ist, da es andere Cur- 
ven giebt, die noch kleinere Werte von U hervorbringen. 

Wenn nun aber der obige Fall 1. eintritt, in welchem die 
Variationsrechnung ebenso wenig wie die Differentialrechnung eine 
Kettenlinie als Minimums-Curve liefert, so liegt die Frage nahe, ob 
nicht der Differentialgleichung der Variationsrechnung particulär durch 
eine andere Gurve genügt werden kann. Dass dies geschehen kann, 
tritt besonders deutlich hervor, wenn wir die Coordinaten vertauschen. 
Bezeichnen wir (s. Fig. 5) die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
P der zu suchenden Curve: BQ mit |, PQ mit 17, und diejenigen des 
tiefsten Punktes HiBF mit fo(= ^)i ^^ nai^^ *> so i^*« 

wobei fo Zunächst unbekannt, die zugehörige Ordinate aber bekannt 
ist. Dann liefert die Methode der Variationsrechnung die Gleichung: 
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t ^ 

^ ■ 



K'+(|)'. 



woraus: 



39) /— , == « coDSt 



kt+ö)" 



Integnrt man diese Gloichang und bestimmt die Constanten C, ^ 

di 
and die neu hinzutretende so, dass sie i = ^:— »0 und 17 =» &, 

für £ = A aber 17 » wird, so erh&lt man die bekannte Kettenlinie. 
Setzen wir aber particnlär C = 0, so folgt: entweder $ » 0, wobei 

gleichzeitig ^ =^ ^ gesetzt werden darf, weil der Brach 

dff 

dl 



VM%)' 



dti 

hiemit den endlichen Wert 1 annimmt, oder ^i '^ 0, 17 «-' const; nnd 

zwar folgt die Gonstante » 5. Nehmen wir die andere cougmente 
H&lfie hinzn, so erhalten wir das Resnltat, dass auch durch Rotation 
der gebrochenen Linie CABD am AB ein Minimum^) entsteht. Der 
Wert desselben werde mit: 2n, Uq^ bezeichnet, so ist: 

40) U^ - h\ 

Im Vergleich mit der Kettenlinie, welche durch die Punkte C 
nnd D geht und AB berührt, ist wie die Gleichung 27) zeigt, 

41) U^<Uo\ 

in dem Falle also, dass alle andern Kettenlinien Werte fOr ü liefern, 
die mit yo zunehmen (Fall 1) S. 140), ist I/qo kleiner als alle diese 
Werte. Es ist dann aber überhaupt ein absolutes Minimum wie 
folgende einfache Betrachtung zeigt Von allen durch C und D 



1) Nicht etwa ein Maximum, da (wenn -^ mit fj' bezeichnet wird] 

potttiT ist 

Areh. d«r lUfh. o. Phys. 2. BeUi«, T« Y. 20 
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gehenden Cunren, welche in ihrem ganzen Verlaufe oberhalb AB 
liegen — und solche können der Natur der Aufgabe gemäss allein 
in Betracht kommen — ist der Linienzug CAßD ein Grenzfall, der 
andere ist die gerade Linie CD. Die letztere ist als Specialfall 
einer Kettenlinie anzusehen und liefert somit CT > l7o > U^}) Würde 
nun irgend eine Curve ein ü liefern, welches kleiner als r^oo wäre 
und Hesse man diese Curve durch beliebig kleine Aenderungen der 
Form einmal allmählich in CD^ das andere mal in CABD übergehen, 
so müsste entweder das U der gedachten Curve selbst kleiner als 
diejenigen der beiderseits benachbarten sein, oder es müsste dies bei 
irgend einer der Uebergangscurven stattfinden. Das Eine oder das 
Andere müsste aber durch die Variationsrechnung angezeigt werden. 
Da dies nun nicht geschieht, ist die Voraussetzung irrig, d, h. U^ 
das absolute Minimum. 

Anders verhält es sich, wenn das relative Minimum Um der 
Variationsrechnung vorhanden, wenn also h >> 1,50888 & ist In die- 
sem Falle könnte U^^ ^ U„, sein. Auf 1/ — ü;» beziehen sich die 

Gleichungen 30) 32) 34), nämlich wenn ich ( statt ^, % statt i setze 
(und wieder & « 1 annehme) : 



e*+e-* 1 

t 
42) 

1 . «a*-«-« 1 . «<—«-< 



* = «"• — 2< — ' ^^^ 



^-=r+-^ii — 1+ 



,z 



2i 
und es ist die Differenz, die ich mit D bezeichne, zu untersuchen: 

d. i. vereinfacht: 

43) />-.l(l-«.e-<) 

In dem Ausdrucke ».6-*« — ^ — nimmt, während t von 

bis 00 geht, der Zähler von 2 bis 1 ab, und wächst gleichzeitig der 
Nenner von bis oo; der Bruch nimmt also stetig von oo bis ab 
und wird daher einmal auch den Wert 1 annehmen müssen. Sei 
ti der betreffende Wert von <, so ist 

für « < <i, ze-* > 1, Z> negativ 
für t > <i, «6-< < 1, Z> positiv. 

1) Dies ergiebt sich auch direct, da A = 1,56, und daher 7nh2 ^4nhh ist 
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Der Wert Yon t^ lässt sich mit Hilfe der kleinen Tafel f&r » (S. 143) 
nftherungs weise leicht hestimmen; es findet sich: 

ftlr< — 0,6 «.e-< — 1,084 
« — 0,7 «.«-< — 0,890 

so dass, wenn ich die dem t^ entsprechenden z und h mit «i and h^ 

bezeichne, 

Ofi<h< 0,7; 1,975 > «, = Ä^ > 1,793 

ist Die genaueren Werte sind: 

44) ^ = 0,639, Ä, = 1,895 

Ist nun h gegeben, so folgt t ans dem oberen Teile der Tafel 
fllr M , weil von den beiden möglichen Werten fQr ^o der grössere, 
also für t der kleinere zu wählen ist; ist also A > A^, so ist < < ^, 
and daher D negativ. Um <C ^w ^^^^ ist Um das wirkliche Mini- 
mam, wie darch eine der obigen Betrachtang nachgebildete zn er- 
sehen ; ist hingegen A •< A, , so ist CTgo das wirUiche Minimnm. 
So ist z. B.: 

far Ä == 1,716; t - 0,759; Um - 3,203; U^o - 2,944; Uqq < Um 
- Ä- 2,255; <-0,5; 0^-4,352; ^»-8,087; Um<Uoo 

Wir erhalten also in jedem Falle eine Aaflösang der Aafgabe: 
Darch zwei von einer geraden Linie gleich weit gelegene Pankte 
eine Carve za legen, so dass darch ihre Rotation am jene Linie 
die kleinste Oberfläche entsteht. Nenne ich die Enfernang der beiden 
Pankte von einander 26, and ist die Entfernang jedes derselben von 
der Botaüonsaxe <:^ 1,8956, so besteht die Yerbindang der beiden 
Pnokte aas drei zasammenstossenden geraden Linien, and die Ober- 
fläche zerfällt in zwei von einander getrennte Kreisflächen; ist die 
genannte Entfernang >> 1,8956, so sind die Pankte darch eiue Eetten- 
linie besonderer Art za verbinden, aad die Oberfläche bildet ein 
Continaam. 

Schlassbemerkang. Wenn die beiden Pnokte C and D 
nicht gleich weit von der Rotationsaze liegen, so werden zweifellos 
analoge Resultate erhalten werden; doch mag ihre speciello Anf- 
sochang, der analytischen Complication wegen, and weil sie keine 
wesentlich neaen Gesichtspnnkte herznbriagen können, anterbleiben. 
üebrigens liefert der folgende Abschnitt IL Formeln, die za genann- 
tem Zwecke verwendbar wären. 



10* 
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n. 

Wir wenden uns nunmehr zu der andern Aufgabe, die sich an 
das berührte Problem der Variationsrechnung knfipft. Wir fragen 
nämlich: Innerhalb welchen Gebietes muss, falls das Minimum der 
Variationsrechnung Um existiren soll, der zweite der beiden Punkte 
C und D liegen, wenn der erste, etwa C, in seiner Lage zur Rotations- 
axe beliebig, aber fest, gegeben ist? Zur Beantwortung dieser Frage 
können wir durch folgende Betrachtung gelangen: Die Eettenlinien, 
die hier in Betracht kommen, haben für die Rotationsaxe als Ab- 
scissenaxe und für eine durch den tiefsten Punkt gehende, zu ersterer 
senkrechter Linie als Ordinatenaxe die Gleichung 7): 

X X 



y-W+^ 



sie hangen also nur von dem einen Parameter c ab, sind dah^* 
sämtlich unter einander geometrisch ähnlich und zur Abscissenaxe 
ähnlich gelegen. Denken wir uns nun eine solche Curve in Fig. 6a) 
construirt, wobei die Tangenten OM und ON mit der Abscissenaxe 
den Winkel a — 56^28' (1. Gl. 19)) bilden, und nennen wir diese 
Curve der Kürze wegen die Mustercurve. Nehmen wir auf dieser 
irgend einen Punkt P als dem Punkte C entsprechend an , so kann 
der dem Punkte D entsprechende Q nur auf einem begrenzten Stück 
dieser Curve angenommen werden, und zwar erhält man den Grenz- 
punkt Qi (der eigentlich bereits ausznschliesscn ist) wenn man in P 
eine Tangente zieht, welche die Abscissenaxe in R schneidet, und von 
R ans die zweite Tangente RQ^ an die Curve legt. Ist nun (Fig. 66) 
der Punkt C in seiner Lage zur Abscissenaxe gegeben, so kann man 
eine Curve CE zeichnen, welche dem Stück PQ^ der Mustercurve 
ähnlich ist, und zwar in dem Aehnlichkeitsverhältniss CA : PS^ so dass 

, , BE TQ^ ^ BA TS . ^ 

also auch _ = — and ^ - ^ ist. 

Der Punkt D darf dann irgendwo auf diesem Curvenstück an- 
genommen werden. Nehmen wir nun auf der Mustercurve statt PQ^ 
ein anderes ebenfalls brauchbares Stück an und übertragen dasselbe 
in analoger Weise nach dem Punkte (7, so erhalten wir daselbst ein 
zweites Curvenstück mit einem zweiten Grenzpunkte E\ Denken 
wir uns nun den Punkt P die ganze Mustercurve durchlaufend , für 
jede Lage den Punkt Q^ aufgesucht und das jedesmalige Stück PQ^ 
in obiger Art in C nachgezeichnet, so werden alle diese Curven ein 
bestimmtes Gebiet der Ebene erfüllen und die continuirliche Folge 
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der Punkte E seine Begrenzung bilden^). Innerhalb dieses Gebietes 
darf denn der Punkt D irgendwo liegen, weil er dann stets auf irgend 
einer der Curyen CE zu liegen kommt 

Gehen wir nun von der besonderen Lage des Punktes P aus, 
dasB er mit M zusammenfällt! Dann wird Q^ identisch mit N, Zeich- 
nen wir demgemäss CF parallel mit 3fO, FG gleich und parallel ON^ 
80 &llt E in G hinein. Rttckt P höher hinauf, so rückt Q^ und 
ihm folgend E tiefer hinab und während P in die Unendlichkeit ge- 
langt, kommt Qi zur tiefsten (horizontalen) Stelle der Curve. In 

diesem Falle ist -^ -= und auch: 

— = -1 ? g 1 ^Q 

e I c 

folglich muss der Punkt E dann mit A zusammenfallen. — Bückt 
umgekehrt der Punkt P von M aus herab, so rücken Qi und E von 
N bzhw. G aus hinauf und gelangen in die Unendlichkeit, wenn P im 
üe&ten Punkte der Eettenlinie angekommen ist. Auf diese Weise 
wird ein Teil der Begrenzungs curve hergestellt. Lässt man P 
noch weiter nach rechts rücken, oder was dasselbe ist, betrachtet 
man C als den rechts gelegenen von den beiden Punkten C und Z>, 
80 erhält man den andern Teil derselben; dieser steigt von A nach 
links hin auf, ist dem ersten Teile congruent und liegt bezüglich C 
mit ihm symmetrisch. Der Punkt D darf also irgendwo innerhalb 
dieses unendlichen Gebietes, aber nicht ausserhalb, auch nicht auf 
der Begrenzung selbst liegen. 

Wir haben nun denselben eben geschilderten Weg zur Auffindung 
der B^enzungscurve analytisch zu verfolgen. Nehmen wir (Fig 6a 
und b) für diese Curve A als Coordinatenursprung, bezeichnen die 
Coordinaten von E^AB mit f, EB mit 17, das gegebene Stück CA 
mit ^, nennen femer OT und Q^T bzhw. x und ^, endlich den abso- 
luten Wert von 08x^ und PSy^ so gelten der vorangehenden Dar- 
stellung gemäss die Beziehungen: 

A^^ ^ ^ ^ SiIa z ^ ^+^1 . 3 y. 

^^ AC "^ SP' CA'' PS ^^'g Vi ' g^ Vt 

Nun lautet die Gleichung der Mnstercurve (s. Gl. 7): 



1) Um diese Begrenzang, aaf die es schliesslich doch nur ankommt, la 
finden, genügt schon die Nachbildang der geradlinigen Figur PSTQf ohne 
das Currenstück PQ^. 
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nnd zwar ist nach den Bezeichnungen der Fignr 2. nnd gemftss 18) : 
c= 0J7— AmF=AmOcosß, also wenn wir AmO — Oßm=l setzen: 

47) c — cos /J 
und daher die Gleichung der Gurve auch 

M^\ 1 Ä/«8ec/J, — »sec/J. 

48) y — ico8/J(« '^+« ) 

woraus: 

dy i,«sec/J — «sec/?. 

Nun ist (Fig. 6a): AT- ^, also: 

«sec/J , — «sec/J 

50) ^^- «>«<»• '«Bec/?-««ec -g 

Ebenso wird 

c,^ 1 /»/«i^öc/J, — «iSec/J, 

51) yi -=• icos/J(« * '^+« * 

^ XfJ^^^P — «isec/? 

«iSec/J , --flPisec/J 

Die Addition der Gl. 50) und 53) giebt, da ÄT+ÄS— 52— «+«i 

ist: 

»Bßcß , — «sec/J o^sec/} , — fl5,sec/J 

(«-rflyßecp— ^^^^ß — xsec/J •" Xtsec/J — »isec/J 

6 — e e — e 



oder zusammengezogen: 



2(/«+«i)8^/'_^— (*+*l)80C/') 



54) («+«i)8ec/J-— ^^^ -«sec/J,,«,sec/J -«,sec/J, 

(« — 6 )(« * — « ) 

Diese Gleichung liefert eine Beziehung zwischen x und x^. Die Di- 
vision der Gleichungen 54) und 51) und 48) durch 51) ftlhrt dann 
zu den Gleichungen der Begrenzungscurve: 
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J 4(^(«+»i)ßec/J_^-(«+a4)8ec/J^ 

g "Txsöcß — xsecß 2»iBec/J — 2iri8ec/J^ 
55) / ^' " ^^t "' 

OßSecß , — XBQCß 

fl e +g 

Um die Formeln 54) nnd 55) geschmeidiger zu machen, fahren 
wir die HOlfrwinkel q> and ^ durch die Gleichongen: 

66) r*"**''-.tg|; «-"^"^''-tgf 

da; ihre Sabstitotion in die Gleichnngen 49) and 52) giebt: 

f-4(cot|-tg|) = cot* 

57) l 

t = i(cotf-tg|) = cot. 

Es sind also ^ and ip die Winkel, welche die Tangenten Q^R and 
PS mit der Yerticalen bilden. Führt man sie in die Gleichang 54) 
ein, so erhält man: 

/ „ *\ («>tf«>t|-'«|t8|) 

^ ^ (cotf-tg|)(cot|-tg|) 



2. 



(cos« |co8»| - sin» I sin» ~) 



(co8»f-sin«f)(co8»|-8m«|) 



cob(4^)cos(^) 



also: 



^ ^ - / ^ - / cosy-j-cos» 
cosy.costp "^ cosycos^ 

58) — log^tgl-tg^^J — secy+sec* 

oder aacb: 

59) tg|tg|- -^•^''+«^*> 

Diese Gleichungen geben die Beziehung an, die zwischen ^ und 
y besteht, und zwar kommen diese Grössen darin symmetrisch vor, 
lassen sich also mit einander vertauschen. Formt man endlich die 
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Gleichung 55) mittelst der Winkel (p und 4; am, so erhält man nach 
ähnlicher Redaction wie oben: 

- =8in9>(8ec9>-|-8ec^) 

60) 

fj sin<p 

g sint); 

Denkt man sich ans den drei Gleichungen 60) nnd 59) (oder 58» 
g> und %l> eliminirt, so entsteht die Gleichung der Begrenzungscurve. 
Bevor wir aber in die nähere Untersuchung ihrer geometrischen 
Eigenschaften eintreten, wollen wir die gewonnenen Resultate (d. b. 
die Gleichungen 58) 59) 60)) noch auf einem ganz andern Wege ab- 
leiten. 

Sei der Punkt F (Fig. 7) in seiner Lage zur Rotations- und 
zugleich Abscissenaxe gegeben, das Lot PJ « ^ nnd J der AnCEuigs- 
punkt des Coordiuatensystems. Lege ich nun durch P alle die 
Kettenlinien, die dem Problem genügen, d. h. deren Gleichung die 
Form der Gl. 1), 

X — k x-\'k 

hat, nehme jedoch die Horizontalprojection der Spannweite JK als 
gegeben »/an, so dass der andere Endpunkt Q in der durch K 
gehenden Yerticalen liegt, so wird bei einer bestimmten von diesen 
Curven Q dem Punkt K am nächsten liegen, bei allen anderen weiter 
hinauf. Ist die erstgenannte gefunden, und bezeichne ich fOr sie QK 
mit (^), für eine beliebige mit ^1, so weiss ich, dass A^ >> (A^) sein 

muss, wobei aber das Yerhältniss (^j von h^ abhängig ist-, und ich 

kann dann auch leicht die O)ordinaten eines Punktes der B^enzungs- 
curve angeben, indem ich 

nehme und die Grösse h^ ans diesen Gleichungen eliminire. Wenden 
wir die Gleichung 61) auf die Punkte J « (0,Ao) und -ff -= (/, h^) 
an, so werden sie: 



1) Kürzer statt: ^. 



'S 
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k k 



^) \ f^-k f—k 

Setzen wir aber: 

64) e ''=tg|; « ^ ^ ^-t«| 

80 nehmen sie die einfachere Gestalt an: 

c c 



66) 



sin^ ' sintf; 
h^ sin<p 




sin CO 
und es sollen also c, Ar, 9 nnd t|; so bestimmt werden, dass — — 

ein Minimum wird, während die Gleichungen 64) und die erste 65) 
gelten, worin hQ als bekannt anzunehmen ist Etwas leichter wird 
die Rechnung, wenn wir statt c und k die Grössen u und v durch 
die Gleichungen: 

67) --U, --t. 

einführen, so dass — -— ein Minimum werden soll unter gleichzeitiger 

smt// 

Existenz der Beziehungen: 

08) tgg— e =0, tgg— e —0, üSing) — r""Ö 

Wir haben folglich nach der bekannten Methode von Lagrange 

69) 

'- ij+<«f--")+K'«i-'"'°)+'("^»-o 

Indem wir die Differentialquotienten nach 9, t|;, u, v verschwin- 
den lassen, erhalten wir die Gleichungen: 

dV cosop , X , 

— -=.-r-j-| l-V9C089> = 

^ "^ 2cos*|- 

dV ^ sin<pcos^ fi 

, dtj; °^ sin*!/; ""^ .*"* 
70) ^^ ^ 2co8«| 

<^F , — u u — ü 
_„Xe ^fu -0 

dF u — ü . 

— — |i« +VBU19 — 
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Die 2te, 3te and 4te dieser Gleichungen liefern nacheinander: 

U — V 

8ing>C08^ , 2tt— ü u.« 

28in«| *"" 

nnd ihre Subsütation in die erste, mit sin^ moltiplicirte Gleicbong 
giebt: 

2tt— ü u — V 

cosg)+cotör8in9COs*( ;- ^t—- — ^1 — 

^ ^2cos«J? "^'^ ^^ 

oder wegen 68) 

cos9>-|-cos4;— t;cos9>.co64; — 
daher: 

71) V — sec9>-|-8ecV' 

Nun folgt ans 68) : 

— tt-10gtg| 



daher: 



tt — ü — logtgg 



— ü-logtg|+logtg| 



nnd somit ans 71): 

72) — log(tg|tg|j — secg)+sec^ 

Die Elimination von v ans der dritten 68) nnd 71) fGthrt zn der 
Gleichung 

/ 

73) "^ — sin 9 (secg) +8ec ^) 

Ersetzen wir nun in 73) nnd 66) die linken Seiten durch ihre Werte 
aus 62) und schreiben noch die Gleichung 72) vor, so erhalten wir: 



— log(tg|.tg|j = 8ecg)+sec* 



- = sin9(sec9+8ect(;) 

17 siny 
g "" sin^ 
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Diese Gleichimgen sind aber identisch mit den Gleichungen 58) und 
60), und zwar sind auch die Hilfswinkel hier und dort dieselben^). 



1) Sind die Verhältnisse -^ und ^*(^^^) gegeben, und sollen für 

die betreffende Kettenlinie die Parameter k und e berechnet werden, so dienen 

dam am besten die Oleicbangen 68) nnd 66). Man nehme u willkQrlich an, 

m — ti / 

bestimme, mittelst der Oleicbnng tg ^ = e > 9 sodann dnrch o==-~7 — 9 endlich 

Z AQ6in9 

y dnrch die Gleicbnng: tg ^ -■ e • 8etat man dann die Werte Yon 

f nnd ^ in 66) ein, so mnss diese erfUlt werden, nnd es ist v so lange an 
terindem, bis dies geschieht. Man erb&lt stets iwei Auflösungen; yon diesen 
ist der kleinere Wert fUr ti sn wählen. Schliesslich folgen e nnd k ans 67). 

BeispieL Wir wollen snerst die Ordinate tj des Punktes / der Be- 
grenanngscnnre in Fig. 6b bestimmen, welcher yertical über F liegt; sodann 

wollen wir die Parameter dner Kettenlinie bestimmen , fftr welche -^ ^ -r=. 

/ ÄF 

ist, während -^ willkürlich, jedoch innerhalb der Grenzen der Möglichkeit an- 
genommen werden solL 

Um die erste Frage an beantworten, müssen wir die Winkel 9 nnd yr ans 
der Gleichung 59) und der ersten der Gleichungen 60) bestimmen. Da nun 
£ = AF den Wert g i% ß hat, so heissen sie, unter Einführung der Be- 
siehnng Zi 

tgß 

a) sec^s-T-^— seco 

^ Sing) ^ 

.. _ — (secg)+sec^) .q> .^f ^ 

h) Z«=6 "^ ^' ^ COts-'COtH- = 1 

Nehme ich 9= U^ an, so folgt aus a): yr= 54® S' nnd damit ans b): 
2Z= 0,0135 ; für 9 =r 180 30' folgt y = 56® S9^ und i^=: 9,9647 = —0,0858. 
Dem Werte 9 = IS® 54^ entsprechen vr= 54® 88' nnd ÜZ^ 0,0029 was als 
genügende Annäherung an (Z = gelten mag. £Qermit folgt ans der andern 
Gleichung 60): 
c) 17 = 0,S945^ 



Besüglich der Beantwortung der zweiten Frage ist-^=:cot/?und 



m-- 



nehme ich nun A| = (^ (oder-^ = } cot/9) an, so mnss die Aufgabe mög- 
lich sein, da ^ 
'«0 

Versuchen wir nun mit ti =r 1,8 so folgt 9 = 18® 46^ v = 9,060, somit 
V— tf = 0,260 und dann yf = 75® 16'; setsen wir diese Werte in die ans 66) 
hergeldtete Gleichung: 
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Um nun die Begrenzungscorve selbst näher kennen zn lernen« 
setzen wir zuerst 9 <» 0; dann folgt aus 58): 

— Z(0) — 1+sectp 

also ''(' = 2 • Folglich wird - — und auch - =» 0, indem ich fttr 

sec^+sectf; den Wert (aus derselben 58) bei kleinem g)): — '^8(0 ) 
setze. Auch wird: 

74) 5= 1 

^ I sin i(; (sec g> + sec t(;) 

also für den Anfangswert von g> und t|; : j = 0, sodass die Cnrve die 

Abscissenaxe in Ä tangirt. 

Fttr 9> » ^ ergiebt sich aus: 

4P — sec w 
tgg-e 

also ist dann, wie Gleichung 19)» zeigt: 9 » ^ » j} und daher 

fC 

Ist endlich 9 -» öiso folgt aus 58) oder 59) tf^ » und daher 
I = 00^ iy = 00, aber nach 74: 

71 -1 



tf'.log 






Die Curve steigt schliesslich also steil in die Höhe und gewinnt, 
wenn wir noch den links liegenden congruenten Teil hinzufügen im 
allgemeinen die in Fig. 8) dargestellte Gestalt Nunmehr können 
wir die Frage: ,Jiässt sich durch zwei in bestimmter Lage zur 
Rotationsaxe gegebene Punkte eine Kettenlinie, welche eiae Minimai- 
Oberfläche erzeugt, legen ?^' präcise beantworten. Nennen wir näm- 
lich einen beliebigen der beiden Punkte Ci, den andern Z>i, fällen 
die Lote zur Rotationsaxe, Cji^i, D^B^ und vergrössem oder ver- 
kleinern die Figur C^A^B^D^^ sodass Q^^ in das CA der Be- 



3 sin^ 

so ergiebt sich /y= 0,0009 statt 0, was genügen mag. — Der andere Wert 
Ton u ist nahe an 2,37, also als der grössere nicht sn brauchen. Die Glei- 
chung 61) der Eettenlinie heisst sonnt : 

e) 5f„if,(''H).,-(''?-*). »«-1,8 > 

' f 2t>\* T^* • )t>- 2,060/ 
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grenznngscmre übergeht (Fig. 8), zeichnen sie dann an CA heran ^ 
sodass die Figur CABD oo C^ A^B^D^ entsteht, — so lautet die 
Antwort bejahend, falls D innerhalb der Begrenzungscurre liegt, 
yemeinend, falls D ausserhalb oder auf der Begrenzungscurve sich 
befindet 

Aas der ersten Entstehungsweise derselben entspringt noch eine 
iatereasante Beziehung zwischen den Ordinaten je zweier mit C auf 
gerader Linie liegenden Punkte. Denken wir uns nämlich in Fig. 6a) 
den Punkt P nach p, symmetrisch zu Q, herunterrückend, so gelangt 
Ol in die Lage von q^ symmetrisch zu P, Sind dann in Fig. 8. CE 
und CF die in den Verbindungslinien PQ^ , pq^ entsprechenden und 
daher letzteren parallelen, so bilden sie mit der Horizontalen gleiche 
Winkel; es ist aber auch, wenn ich El und FK fälle, die ganze Figur 
CAIE oo PßTQ^ und ebenso CAKF co pstq^ (wenn ich die betreffenden 
Linien in Fig. 6a) gezogen denke). Da die letzteren Figuren aber 
congraent sind, so ist auch: CAIE c>o FKAC oder wenn ich EC bis 
jEJx verlängere und E^I^ Me. CAIE (yo E^I^AC\ folglich findet die 
Proportion statt: 

EI\CA = CAiEiIi 

oder wenn ich die Ordinaten der mit C auf gerader Linie liegenden 
Punkte E und E^ mit rj und rix bezeichne: 

VVi == 9^ 
Dies wollen wir auch analytisch nachweisen. Bezeichne ich (in Fig. 8) 
die Coordinaten von E mit S und 17, von F mit Si und 17^ (da FK » E^I^ 
ist) so ist, wenn ich durch C eine Horizontale ziehe, die von den 
Loten aus E und F in G und getroffen wird, Wkl. ECG = Wkl. FCH 
und daher 

9-V Vi -9 
S ^ £1 

folglich wenn ich für 17 und £ die Werte von g> und ^ aus 60) und 
für i/i und Si die entsprechenden in (p^ und ^^ einsetze: 

sin^ — siny sin<P| — sint^i 

' sin<psin^(8ec9)-|~8ec)|;) "^ sin9>iSini|^i(sec9]-f~8^V'i) 

dabei gilt ausser 59) noch die Gleichung: 

76) tg?.tg| = ,-('^»'.+««*.) 

Nun wird 75) identisch erfüllt, und 76) geht in die richtige 
Gleichung 59) über, wenn wir: 

77) 9i = *, 1^, — <P 
setzen; dann wird aber: 
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78) 5i = !|?J!? 

nnd somit lyi/i — g*. 

Zu wichtigeren Resultaten fahrt jedoch die Betrachtang des 

dti 

Differentialqaotienten. Um ^ anszadrflcken, betrachte ich tp als die 

dHf 

unabhängige Variable und habe also zuerst ^ zu bestimmen. Durch 
Differentiation der Gleichung 58) nach tp folgt: 

1 1 dyff siny . sin^ dt/; 



sing) sintf' ifg) cos'<p ' cos'tp dq> 
woraus leicht: 

drff sin^cos'tp 



dq> sm^cos^ip 

Daraus lässt sich ableiten, was wir indessen nicht direct brauchen, 

-^ » — 00 f Or 9 — 0, -7^ — für 0) = s"* Differentiirt man jetzt 
d(p ^ ^ dfp ^2 '' 

die Gleichungen 60) nach 9, so erhält man: 

d^ 
^ , sin^cosg) — sm^cos^^ 

g d(p sin* \ff 

lrf| , , ,. , . /sing) , sintf' d^\ 

- T- — cosg)(sec94-seci;;)+8ing)( — j-H 5-— j- ) 

g dfp ^^ ^ ' ^' ' ^\cos*g) ' cos*^rfg)/ 

d. i. mittelst 79) und nach geringen Reductionen: 



80) 

und daher: 


[ Idfl C0S'g) + C08'^ 

1 gdfp*^ sin i(; cos* g> 


1 IdS co8'g)+cos^^ 
V gd<p "* cos ^ cos* 9 


81) 





1) Denkt man tieb flberhanpt 9 I ron bis ^ j als Abscisse nnd das 



zn- 



gehOrige yr als Ordinate angetragen, so erhält man eine im allgemeinen an- 
treffende Vorstellung der entstehenden Cnnre, wenn man sich den zwischen 
den positiven Coordinaten-Halbaxen gelegenen Teil der stemft^rmigen Cnrre: 

rergcgenwirtigt. 
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d. h. die Tangente in dem Punkte ((, 17) der Begrenzungscnrve bildet 
mit der Verticalen den Winkel yr. 

Gehen wir aber nochmals auf die Figuren 6a und b zurück und 
betrachten den willkOrlichen Punkt E als ({, 1;), so ist das Curven- 
stack CE ähnlich dem Curvenstück PQ^. Die Tangenten des letz- 
teren bilden aber gemäss der Deutung der Gleichungen 57) mit den 
Verticalen auch die Winkel y^ in Q^, <p in P; dasselbe ist also auch 
bezngllch der Tangenten an die Kettenlinie CE und zwar zunächst 
in fderFall, also folgt: die Kettenlinie und die Begrenzungs- 
carTe berühren einander. Ebenso ist, wenn ich (in Fig. 8) 
wie schon früher ÄI^ mit $1, E^I^ mit ijx bezeichne: 

^' = cot«, 
d. i. wegen 77): 

82) g - cotv 

Ziehen wir also in £, eine Tangente und in C eine Parallele 
dazu, so erkennen wir mit Hülfe der Vorstellung, dass die ganze 
Figur 6b (in richtig yerändertem Maassstab) an das CA der Fig. 8 
angefügt sei, (sodass E und E etc. zusammenfallen), dass diese Linie 
zur Tangente an die in Rede stehende Kettenlinie wird, und dass sie 
mit der an Kettenlinie und Begrenzungscurve gelegten gemeinsamen 
Tangente sich auf der Linie AI schneidet. Ebenso kann man durch 
C und £| eine Kettenlinie legen, deren in C gezogene Tangente mit 
der in E parallel läuft, deren in E^ gezogene zugleich eine solche au 
die Begrenzungscurre ist, und wobei diese beiden Tangenten sich 
auf AJj^ schneiden. 

Von diesen Ergebnissen ist das zuerst gewonnene das wichtigste. 
Denn es zeigt, dass die Begrenzungscurve die Enveloppe aller durch 
C gehenden und dem Problem genügenden Kettenlinien ist, und wir 
erbalten somit ein schönes Beispiel zu dem Ausspruche Jacobi's (im 
15ten Bande des Crelle'scben Jonmals), dass man auf einer Einzel- 
curye deijenigen Curvenschaar, die einem bestimmten Problem der 
Variationsrechnung genügt und durch einen g^ebenen Punkt hindurch- 
geht, den anderen Grenzpunkt nur bis dahin hinausschieben darf^ 
wo die Corve von der benachbarten oder, was dasselbe ist, von der 
Enveloppe aller getroffen wird. 

Königsberg, den 2L Joni 1885. 
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VI. 



Die sphärische Schleifenlinie. 

Von 

Franz Schiffner. 



Wenn ein Pankt A um die feste Gerade G rotirt, so beschreibt 
er einen Kreis vom Badius AO^^ r\ dreht sich aber die (Gerade G 
gleichzeitig in demselben Masse wie A nm die Gerade G^^ welche 
in O anf der Ebene (A, G) senkrecht steht, so erzeugt der Punkt 
A eine Raumcnrve C, die hier näher untersucht werden soll. 

Um die Linie C leicht darstellen zu können, nehmen wir die 
Gerade 6r als Projectionsachse XX^^ den Punkt ^n der horizontalen 
Bildebene an; die Gerade G^ liegt dann in der verticalen Bildebene. 
Die Projectionen eines Punktes P der C finden wir nun, wenn wir 
erst die eine und dann die andere Drehung verfolgen. Dreht sich 
G um den Winkel a nach rechts, so tut dies auch AO und kommt 
nach pO oder A nach p\ von hier hat A um G eine dem Winkel o 
entsprehende Drehung nach aufwärts bis nach P zu machen, so dass 
Wkl. pOP ^ AOp =: CL wird. Denken wir nns den Wkl. pOP um 
pO nach links umgelegt, so deckt er sich mit dem Winkel AOp^ und 
P fällt auf A, Die Normale aus ^ zu Op trifft Op in P\ und AP' 
gibt den Abstand des Punktes P von der horizontalen Bildebene an. 
Wie der Figur zu entnehmen ist, sind die Punkte P' die Scheitel 
der über AO möglichen rechten Winkel und bilden somit den Kreis, 
welcher ^0 = r zum Durchmesser hat. Mit anderen Worten: Der 
Grundriss C* der Raumcnrve C ist der Kreis über dem Durchmesser 
AO, oder C liegt auf einem Rotatiouscylinder C^ mit zu G^ paral- 
lelen Erzeugenden und dem Querschnitte C. 
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Alle die Kreise , welche der erzeugende Punkt bei jedesmaliger 
vollständiger Rotation um G für alle Lagen dieser Geraden be- 
schreibt, bilden eine Kugel JT, deren Centrum O und deren Halb- 
messer AO ^ r ist Auf dieser Kugel muss C auch liegen. So er- 
scheint denn C als die Schnittlinie des Rotationscylinders Q und 
der Kugel K. Als solche muss sie eine Raumcurve 4. Ordnung sein. 
Sie projicirt sich auf die horizontale Bildebene nur deshalb als Linie 
der 2. Ordnung, weil diese Ebene eine Symmetrieebene von Ci und 
K ist. Da die Normalebene zu G durch O ebenfalls eine Sym- 
metrieebene beider Flächen ist, so wird auch die Kreuzrissprojection 
C von C eine Kegelschnittslinie sein. Sie gibt sich als Parabel zu 
erkennen; denn constmirt man C"* so, dass man mit A" beginnt, 
dann lassen sich fernere Punkte P^ finden, indem man A'L «- A'^L^ 
und i4'P' » Li P*" macht, was einer bekannten Parabel-Construction 
entspricht. Die Parabel C" hat eine horizontale Achse, A*" ist ihr 
Scheitel, r ihr Parameter. C liegt also auch auf einem zweiten Cy- 
linder (7^, dessen Erzeugenden zu G parallel sind, und dessen Quer- 
schnitt eine Parabel ist. 

Die drei Flächen iT, C^ , C, berahren sich im Punkte A ; ihre 
Schnittlinie C muss aus diesem Grunde in A einen Doppelpunkt 
haben. Jede durch A gelegte Ebene kann dann C nur noch in zwei 
Pnukten schneiden : die Yerbindungsgeraden von A mit allen Curven- 
pnnkten erfallen somit einen Kegel der zweiten Ordnung K^, Der- 
selbe wird von der verticalen Bildebene in einer Hyperbel U ge- 
schnitten, weil er zwei zu dieser Ebene parallele Erzeugende ent- 
hält. (Die Tangenten der C in ^ projiciren sich nämlich horizontal 
als Parallele zur Projectionsachse). 

In anderer Auffassung heisst das: Für das Projectionsceutrum 
A ist die stereographische Projection der Raumcurvej C die Hyper- 
bel H. 

Der Kegel JT^ liegt wie C zur ersten und dritten Projections- 
ebene synmietrisch , daher hat die Hyperbel H die Geraden G und 
Gl zu Achsen, in O den Mittelpunkt und in B einen Scheitel. Um 
Aber die Aymptoten näheren Aufschluss zu bekommen, betrachte man 
die Erzeugenden AP des Kegels Ki, Sie sind, da nach der oben 
angefahrten Constmctidn von P stets AP* = P'P ist, alle zur hori- 
zontalen Bildebene unter Winkeln von 45^ geneigt — diejenigen, 
welche A mit seinen beiderseitigen Nachbarpunkten verbinden, wer- 
den hiervon keine Ausnahme machen. Das sind aber jene Erzeu- 
gende von Kiy welche zur verticalen Bildebene parallel sind und die 
Asymptotenrichtung der Hyperbel H angeben. Sie stehen auf ein- 
ander senkrecht, also ist H eine gleichseitige Hyperbel. 

Aieh. d. Ibth. n. Pltyiilc 2. B^Um, T, V. XI 
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Der Umstand, dass die Geraden AP eine gleiche Neigung von 
45^ zur horizontalen Bildebene haben, deutet uns an, "dass der Kegel 
J^i eigentlich ein Rotationskcgel ist, dessen Erzeugenden mit seiner 
verticalen Achse Winkel von 45** bilden. Er wird in der Höhe r 
nach dem horizontalen Kreise vom Halbmesser r geschnitten. 

Die Raumcurve C liegt sonach auf den vier Fl&chen der zweiten 
Ordnung: K^ £^, C^, C^ und kann als Schnitt von je zweien nach 
bekannten Methoden dargestellt werden. So wird man die Aufriss- 
projection C'\ welche eine Linie der vierten Ordnung ist, mit Be- 
nutzung der Kugel K und des Cylinders C| suchen, indem man 
horizontale Hilfsebenen e legt. Solche schneiden K und C^ nach 
Kreisen, deren gemeinschaftliche Punkte in C liegen. 

Auch die Tangenten T der Raumcurve C, welche in ihrer Gre« 
samtheit die abwickelbare Fläche F bilden, sind nun bestimmt 
Man erhält sie als die Schnittgeraden von Berührungsebenen der 
Flächen ÜT, JT^, C^, C^ in ihren gemeinschaftlichen Punkten. So 
wurde in der Figur für den Punkt P] die Tangente T| an C als 
Schnitt der den Cylinder C^ längst FtPt berührenden Ebene mit 
der Ebene, welche den Kegel K^ längst APi tangirt, dargestellt. 
Weil C die Ebenen (A^ G) und (ii, G^) zu Symmetrieebenen hat, so 
sind sie es auch für die developpable Fläche F, und diese wird des- 
halb in der ersten und dritten Projectionsebene Doppelcurven £^ 
und ^8 haben. Einzelne Punkte derselben ergeben sich als die be- 
treffehden Spurpunkte S^ oder S^ der Tangente 2 ; davon fallen, wie 
die Figur zeigt, für Z^ die Spurpunkte der Tangenten in den zwei 
Punkten B^ für Z^ die Spurpunkte der Tangenten in den vier 
Punkten $ ins Unendliche. Der Symmetrie halber hat Zi nur die 
eine im Abstände -{-^r irx O Parallele, 2^ die zwei Spuren (£3 der 
in den Punkten $ osculirenden Ebenen (von denen später die Bede 
sein wird) zu Asymptoten. 

Die Rechnung bestätigt nicht allein das Gesagte, sondern liefert 
auch noch nähere Details. 

Nehmen wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem so an, dass 
G die Achse der x, OA die Achse der y und G^ die Achse der n 
wird, dann ergeben sich für den Punkt P die Coordinaten: 

m «= rsinacosa, y = rcos*a, % ^ rsina. 

Diese Werte lassen erkennen, dass slle Punkte P oder die Curve 

C auf der Kugel 

K ... x*+y*+x^^r^ 
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liegen (oder C eine sphärische Carve ist)) dass y nie negativ werden 

kann (oder C ganz anf der vorderen Engelh&lfte yerläuft), nnd dass 

jedem Werte von y zwei entgegengesetzt gleiche Werte von x nnd z 

entsprechen (oder C zu der y«-Ehene and der a^-Ebene symmetrisch 

liegt). Wir können nns deshalb bei den folgenden Untersnchnngen 

auf den ersten Raum mit positiven Coordinaten beschränken. FOr 

ein zunehmendes a wächst in diesem x von null bis zum Maximum 

r /dx n\ 

Ä im Punkte $ 1 ^ "* ^^ "^enn << "" r )) nimmt dann aber ab bis 

null ; y durchläuft die Werte von r bis null ; x wächst von null bis 
r. Der die Curve C erzongende Punkt erhebt sich sonach von A 
aus auf der Kugel K und nähert sich fortwährend der Ebene XOZ^ 
während er sich anfangs von der Ebene YOZ entfernt, sich ihr aber 
von $ an nähert, bis er sie in B trifft 

Die Qbrigen Teile von#C sind diesem symmetrisch; es sieht also 
C wie eine auf der Kugel K beschriebene 8 aus und verdient des- 
halb den Namen sphärische Schleifenlinie. 

Aus obigen drei Gleichungen f&r C findet man als Gleichung 
fELr den Grundriss 

C ist daher richtig ein Kreis mit dem Durchmesser r « ÄO. Als 
Gleichung fär den Kreuzriss C ergibt sich 

«*-|-ry — r* =: 

C" ist somit wirklich eine Parabel mit der Achse AO^ dem Scheitel 
A und dem Parameter r, und es bestätigt sich, dass C auf den zwei 
Irflher erwähnten Cylindem C^ und C^ liegt 

Um in der Parabel C jenen Punkt P" zu finden, welcher dem 
a entspricht, zeichne man ttbcnr A'"0 einen Kreis, mache Wkl.il^(K|»« 
and A^'^LiP"', oder constmire Wkl. A^Olo — «, /o«H> parall. A^O, 
n^Po parall. O/^, nioio — ffhk ^^^ Pq^ senkr. auf lotn^ Beide- 
mal hat man 

OZ»i = r.C0B*a = y und i^ P'*' — r sin o = «. 

In der Ebene XOZ ist die Projection von C eine krumme Linie 
C" mit der Gleichung 

Wie C und C^, so lässt sich auch der Aufriss C" direct con- 
struiren. Es ist nämlich 
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oder es besteht die Proportion 

woraus die Construction folgt: Ziehe OM beliebig, BJ parall. OJC, 
MQ senkr. auf OX, QP" parall. OX, und P" ist ein Punkt der Linie 
C". Man kann P" auch so finden, dass man BN beliebig, NQ 
senkr. auf OX^ Qu parall. OX^ UR parall. BN und RP" senkr. auf 
OX zeichnet. 

In beiden Constructionen erscheint P^ als der Schnittpunkt der 
vierten Seiten zweier flächengleichen Rechtecke ORSB und ONQU^ 
welche den Winkel O gemein haben, und von denen das eine die 
Breite r, das andere die Diagonale r hat 

Aus den Gleichungen ftlr 

C" ... (a? — rsinacosof, » «= rsina) 
folgt 

8ina = -, coso = - 

was uns bequem Punkte construiren lehrt, die gegebenen Winkeln a 
entsprechen. Zeichnet manWkl. XOQ = o, so ist QN'^ «; macht 
man OD » s, DR senkr. auf OX, so ist OR » x, und die zu OX 
Parallele QP" schneidet RD in P". Aber selbst das lässt sich noch 
vereinfachen. Weil A OBD ^ A OQN^ so muss bei D ein rechter 
Winkel sein, und alle Punkte D liegen in dem Kreise mit dem Durch- 
messer OB. Man braucht deshalb nur diesen Kreis, den Winkel a 
dann QP" parall. OX und DP" senkr. auf OX zn zeichnen. 

Alle Punkte P" geben dann die Gurve P" in der Form einer 8 
eine ebene Linie der vierten Ordnung, welche in O einen Doppel- 
punkt hat 

Die Grenzwerte von z sind ±r; 

r 

hat, da 

null wird , die Grenzwerte i: ä- Alle lassen sich leicht construiren. 
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Wendepunkte besitzt C" nur in O, denn es wird 



dz^" r(r*— »«)l 



wol Ar ff « nnd z 



±'Vl 



gleich nnll, aber für letzteren Wert ist x imaginär, während für erste- 
ren anch « -» wird. 

Die Tangenten in den nach O fallenden Wendepunkten müssen 

mit beiden Achsen Winkel von 45® bilden, weil ^ für («—0, «=»0) 

die Werte ±1 annimmt Da sie zu^eich die Asymptoten jener 
Hyperbel H sein müssen, nach welcher der früher erwähnte Kegel 
A, die Yerticale Bildebene schneidet, so folgt, dass H eine gleich- 
seitige Hyperbel ist 

Anch die Oleichung des Kegels E^ liefert uns dieses Besnltat. 
Gerade^ welche durch den Punkt 

^ ... (a5 = 0, y = «, « ■= 0) 

und einen Curvenpunkt P gehen, haben die Gleichungen . . . 

i — rsinoCOSa ij — rcos*« 



cos a — sm a 



£— rsina 



und bilden einen Kegel, welcher von der Ebene ... {; « r nach dem 
Kreise ... (J -= rcosa, iy = r — r sin a) oder ... 4*-}- (^ ^ *■)* = ♦•* 
geschnitten wird und mit der Ebene ... 17 »0 eine Linie gemein 
hat, deren Gleichung ... 



o='E-:. t-r.) *'-t'-=' 



r« 



auf eine gleichseitige Hyperbel deutet. 

Die Strecke zwischen A und einem Punkte P der Linie hat 

die Länge 

^P = «.y2 = rsinay2; 

zwischen A und dem Schnittpunkte n 

( rcos« r \ 

^ "" sino ' * "" sina/ 

des Strahles AP mit der Ebene Xoz liegt die Strecke 

-4« = -^1/2 

sm« ^ 

es ist also immer 

APXAn'^2r^ 
eine constante Grösse. 



I 
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Nach dem Principe der reciproken Badien könnte; deshalb C in 
die Hyperbel R nnd umgekehrt transformirt werden, oder auch : FCtr 
das Inversionscentmm A und die Inversionspotenz 2r' entspricht der 
Linie C inrers die Hyperbel H, Die Ranmcnrve C nnd die Kegel- 
schnittslinie H sind dämm in ihren kleinsten einander entsprechen- 
den Teilen ahnlich. 

Wir wollen nnn den AuMss C" der C weiter verfolgen. Seine 
Tangenten haben die Gleichung 

f:(4i»— 2r««)+2r«rf - 2«*, 

worin X nnd x die Coordinaten des Bertthrnngspunktes, £ nnd ( die 
laufenden Coordinaten bedeuten. Zur constructiven Bestimmung von 
2" eignet sich die Strecke a^ welche T" auf der Achse OX ab- 
schneidet Es ist 

2«* g«— g« 
"* " 2r«« ■" » 

und lässt sich nach der Proportion 

a:(«-|-a5) — (« — x):x 
construiren, indem man 

07= («+»), OVi = x, OTT, = (»— a?) 

und FiTFparall. K^F zieht; TTP" ist dann T". Mit Benutzung 
▼on a erhält man für T'' die Gleichung 

i;(sin*a — cos*a)+f cos« — rsin'« 

und fttr die Strecke a den Ausdruck 

rsin'o 
cosa ^ ' 

nach welchem a noch leichter gezeichnet werden kann: es ist 

Diese Gleichung filr T" sagt aber auch, dass 

^^ * -^ rcos2flr 
ist, weshalb T" die Bichtung OR^ haben muss, wenn 

ON^ = r cos 2a und iVii?i = O A — rcosa 
gemacht wird. 
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Wir können somit bei jeder der drei Projections-Corven von C 
nicht nur direet Punkte, sondern auch Tangenten daselbst construiren. 
Die Gestalt der drei Projectionen von C bestärkt das, was wir im 
Yoi^ehenden Aber den Verlauf der Curve C im Räume gesagt haben. 
Auch die Tangenten 2 von C sind uns nun mehr als hinreichend 
klar gelegt, weil die Projectionen T', T", T^ bekannt sind. 

So müssen z. B. im Doppelpunkte A die beiden Tangenten der 
C zur Ebene XOZ parallel sein und mit den £benen XOY und 
YOZ Neigungswinkel von 45^ haben, weil die Tangente T* in A* an 
C zu OX^ die Tangente T*' in A*^ an C*^ zu OZ parallel ist und 
die den Winkel der Achsen halbirenden Geraden als Tangenten in 
A" an C gefunden wurden. Uebrigens lassen sich auch die Spnr- 
punkte 5|, iSj, iSs der Tangenten T in den drei Bildebenen durch 
Rechnung feststellen. 

Die Tangenten T haben nämlich die Gleichungen: 

{; — rsinacoStt fi — rcos*« { — rsina 

cos*o -sin*o "* — 2sinaco8a "* cosa ' 

woraus für den Spurpunkt 8i die Coordinaten folgen: 

> 8in*o ... t ^ 

welche auch in der Form: 

geschrieben werden können, in welcher sie am leichtesten construir- 
bar sind. Wie einleuchtet, muss { mit a übereinstimmen, tj der 
Parabeltangente T" entsprechen. 

Beides ist der Fall, denn 2" erhält man bekanntlich auch durch 
Uebertragen von A"!^ nach A^l und Verbinden von Z mit P^; 
dann ist ja 

Der Spurpunkt iS^ hat die (üoordinaten: 

28mo' ' ' * 2tsino ' 2 
Die Gleichung 

^ — f-tgflf 
war zu erwarten, weil $ von der Tangente 2 ' an den Kreis C* auf 
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OX abgeschoitten werden mnss ; auch die Normale von 174 anf OP' 
tat dies, i ergibt sich als Summe von ^QN und Om, wena 

Ofi^ -=- m ^^ senkr. auf Om^ und Wkl. m^= a ist. 
Die Coordinaten des Spurpnnktes S^ sind: 



t n r cos* et *. „ _ rsin^g 

" iy — Q^»^ _ g|n V ■ "" cns*o — sin*« 



oder anch: 



« — 0, «? — 3^^f2i' *^"' 2"" 2 cos 2« 



Die Zeichnung liefert Or— iy, wenn Wkl. ZOr -= 2«, OL^y^ 
Lr senkr. auf OZ, und t*t> — — £, wenn Ow ^ Ov^ siWkl.uOii7=2a, 
tru senkr. auf Ou? gemapht wird. 

So Hessen sich die drei Spurpunkte direct auffinden; doch wird 
man zumeist die Tangenten 7' und l'^ benutzen, durch deren leichte 
und präcise Darstellung sowol T*' als auch iSj, S^ und S^ einfach 
und genau erhalten werden. 

In ihrer Gesamtheit bilden die Punkte S^^ S^^ S^ die drei Spur- 
cnrven J&„ ^t, £^ der abwickelbaren Tangentenfläche unserer Raum- 
curve C in den drei ProjectioDsebeuen. Behält man den Wkl. o als 
Veränderliche bei, dann gelten die oben angeführten Ausdrücke für 
die Coordinaten von 8^,8^^ i^ als Gleichungen der Curven ü^ E^ 
Z^ ; eliminirt man aber die Grösse o, so resultirt als Gleichung für 2^ 

j«(2r-^)-(t;-r)» = 0, 
für S^ 

für 2:, 

Der Widerspruch, dass H^ und Z^ Curven der dritten Ordnung 
E^ eine Curve der vierten Ordnung ist, wird behoben, wenn man 

bedenkt, dass Ä| fQr a und (0 +«)i ^ ^ür o und fg — aj gleich- 
wertige Coordinaten hat, und somit Z^ und Z^ Doppelcurven der 
Fläche jPsiod, während Z^ einfach zu zählen ist und durch die 
Tangenten der C in ^ und dem zu B symmetrisch gelegenen Punkte 
(welche beide in der Ebene XOZ liegen und zum Schnitte von F 
mit XOZ dazu zu zählen sind) zur Curve der sechsten Ordnung er- 
gänzt wird. 
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Die Schmiegangsebene oder oscnlirende Ebene E in einem Punkte 
der Banmcnrye C, welche zugleich die Berflhrungsebene längst einer 
Erzeugenden T der Fläche F ist, wird man entweder durch T und 
eine Tangente der Spurcurven, oder durch Tund die parallele Tan- 
gentenebene des Directionskegels der Fläche F bestimmen. 

Die Gleichung der Ebene E ist 

2|cos*«— r/Sina(l + 2cos*«) — 2t — rBina(8in'a — 3) 

und zeigt uns , dass] die Spur E^ von E in der zweiten Bildebene 
(zugleich eine Tangente der £f) am einfachsten dargestellt werden 
kann. E^ hat nämlich nebst 17 = die Gleichung 

t = cos'o £ — 5 sin a (sin*« — 3), 

welche verlangt, dass 

tg (J5^, OX) « cos»«. 

FQr die Construction wird man diesem Werte entweder die Form 

r. cos*« , y.COS« , nr x^ j . • 

oder geben. Wenn On *= r und m»r cos*«»ycos« 

ist, so gibt Oi die Richtung der Geraden E^ an, welche ü^ in ^S, 
berührt Die oscnlirende Ebene E für den Punkt F geht durch T 
and E^. 

Die Erzeugenden t des Directionskegels k aus dem Punkte B 

(x = 0, y-0, z-^r) 

haben als zu T parallele Gerade die Gleichungen 

6 _ V _ t— r 

COS*« — sin*« — 2 sin « cos « '^ cos «* 

ans denen sich für die Coordinaten des Schnittpunktes s einer Er- 
zeugenden mü der Ebene XOY die Werte ergeben: 

r (sin*«— cos*«) . . - _ 

£ — -^ , 17 = 2r sin«, t = 0. 

cos« ' ' • 

Alle Spurpunkte s bilden die Spurcurve « des Directionskegels k in 
der horizontalen Bildebene. Dieselbe hat einfache Polarcoordinaten. 

Für den Badiusvector g « VSVh V* erhält man nach einfacher Um- 
formung: 

r 
* -^ COS« * 

und da 
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sin (t', OJT) = 5 « gin2a 

9 

ist, für den Polarwinkol zwischen q und OX oder t' und OX: 

tt« 2a. 

Die Gleichung von a in Polarcoordinaten lautet deshalb, wenn wir 
vom Zeichen absehen: 

^ r.V2 

yi-j-costt 

Ob für « der positive oder negative Wert von g zu nehmen ist, 
zeigen die obigen Werte von | und ly an. { ist für < « < ^ 

negativ, für 4 < « < -j- positiv etc. Die Ausdrücke u — 2a und 

r 
Q = ^^ eignen sich besonders zur Bestimmung von s durch die 

Zeichnung. Man zieht <' durch O so, dass mit OJT der Wkl. 2a ge- 
bildet wird, und überträgt Oq =. ^^ nach O« , wobei die Qualit&t 
von i und tj gebührende Beachtung finden muss. 

Die Tangente r an tf bildet mit g einen Winkel 9, welcher im 
allgemeinen bekanntlich der Bedingung 

tg^-,:^ 

genügt. Hier ist 

ig<p — 2cotga 

oder für die Construction passender: 

2r 



tg9 



psma 

Zieht man A'^q^ senkr. auf OX, so ist 

^% «-Pigi — psino 
und da 

PiQ, = 2r 
ist, so muss 

sein. Nach der Figur ist piq^ eine Normale von t\ es wird des- 
halb T auf $1 Qj senkrecht stehen müssen. 

Die durch t und r gelegte Ebene berührt den Directionskegel k 
längst der Erzeugenden t. Man kann nun die Schmiegungsebene 
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fttr den Pankt P der C auch construiren , indem man die in P be- 
rührende Tangente 2 sacht, die zu 2 parallele Erzeugende t des 
Kegels k samt deren Berühruna^sebene bestimmt und zu letzterer 
eine i>arallele Ebene durch T legt. 

Ausser den Osculationsebenen, welche zwei unmittelbar auf ein- 
ander folgende Tangenten der Baumcurve enthalten, gibt es noch 
Tangentialebenen der C, die zwei Tangenten enthalten, deren Be- 
rührnngspunkte nicht auf einander folgende Punkte der Raumcurve 
C sind. Derartige Ebenen bertlhren C in zwei verschiedenen Punkten 
und nmhflilen die sogenannte doppeltumschriebene Developpable der 
Raumcurve C In unserem Falle erkennt man sofort, dass die Tan- 
gentenebenen der Cylinder C^ und Cf in zwei symmetrisch gelegenen 
Curvenpunkten berühren, dass also die beiden Cylinder C^ und C, 
die doppelt umschiebene Developpable Fläche der Raumcurve C 
bilden. 

Pola, im November 1884. 
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Vil. 

Ueber Construction von Hyperbeln. 

Von 

Herrn Dr. Heinrich Seipp, 

Ingenieur in EckernfSrde. 



Eine einfache Lösung der Aufgabe: 

Eine Hyperbel zu construiren, wenn ein Punkt derselben 
und die Asymptoten gegeben sind — 

beruht bekanntlich auf der Gleichheit der zwischen der Hyperbel 
und den Aymptoten liegenden Abschnitte einer beliebigen Geraden. 
Ein anderes Verfahren gründet sich darauf, dass das Piu^lelogramm 
aus den zu den Asymptoten parallelen Coordinaten eines beliebigea 
Hyperbelpunktes constant ist. 

Eine dritte Lösung der Angabe ist in Folgenden enthalten: 

„Man verbinde den gegebenen Hyperbelpunkt P mit dem Schnitt- 
punkt A der Asymptoten und verlängere die Streck o PA um sich 
selbst bis O. Durch den Endpunkt O lege man Parallelen / und II za 
beiden Asymptoten. Werden hierauf durch P Strahlen gezogen, und 
deren von jenen Parallelen begrenzte Strecke halDirt, so ist der geo- 
metrische Ort der Halbirungspunkte die geforderte Hyperbel.'' 

Dieselbe geht durch Punkt und — wie verlangt — durch 
Punkt P. 

Anmerk. Die in O halbirte Strecke hat die Lange — 0; der 
in P halbirte Strahl ist die Hyperbeltangente in P. 
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Wird Pankt O als Ursprung eines rechtwinkligen Coordinaten- 
Sjstems gewählt , dessen A-Axe mit den Geraden / nnd II hzhw. 
die Winkel arctgm und arctgn bildet, so lauten die Gleichungen 
der letzteren: 

. . i y '^ •»*•« bzhw. 

\ y = n.x 

Die Coordinaten von P seien a und ß. 

Eine beliebige durch P gelegte gerade Linie wird dargestellt 
durch: 

(2) y-/J-^x-«). 

Die Coordinaten ihrer Schnittpunkte mit den beiden Geraden I und 
n sind bzhw. 

(3) { } und ' 

Die Halbirungspunkte der zwischen den letzteren gelegenen 
Strecken der schneidenden Geraden : Gl. (2), haben die Coordinaten- 
werte: 

x^+x^_ {ß-Xa)ln+m^2i] 

^ "" 2 ^ 2(m— A) (n— i) 

(4) ^ und 

yi+y% (P— Att) [2mn— mA— nA] 

^"" 2 ■" 2(m-A)(n-A) 

Durch Elimination des variabelen A aus diesen Ausdrücken wird 
die yerlangte Ortsgleichung erhalten. 

Man findet zunächst durch Division beider : 

t? 2mn — mX — nX 



also 



und damit 



und 



|""(m~A)+(n-A/ 

(m-}-n)iy — 2mnS 
*" 2i7-(m+n)5 

_ (m— n)(iy — m{) 
^-*- 2iy-(m+n){' 

. — (m — n)(iy — n{) 
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^ , iy[2/?~«(m+n)]+t[2«mn — PCm + n)] 

Die Sabstitation dieser Werte in einen der Ausdrücke liefert: 

(5) 2(m+n)a;i^— 2mna;«— 2y* 

+ [2amn — j?(m+n)]a;+[2/J— a(m+«)]y = 0, 

die Gleichang einer Hyperbel {(m + n)* — 2.2iii» > 0} , welcher in 
der Tat die Coordinatenwerte 

{» = « . ( a? = 

Um die Gleichung der Asymptoten dieser Hyperbel zu erhalten, 
substituire man in ihre Gleichnug y ^ k,x und bestimme den Grenz- 
wert von k für ein unendlich wachsendes x. 

Man ündet: 

k^ — (m-^n)k'\-mn = 0, 

also 



'■■ = { n1 



Wird jetzt y « m.x-f-Z in Gl. (5) eingeführt, so folgt für ein 
unendlich zunehmendes x; 

2Z— /J + «m = 0, 
d. h. 

l 2 

Analog ist für die zu A; 3= n gehörige Asymptote: 

l 2— . 

Die Hyperbelasymptoten besitzen folglich die Gleichungen: 

y^znix-] g— oder y— 2"°*^\*"'2/ 

(6) < ^ " und 

y r=. nx-\ 2 — oder y — ^ — n l « ^ 2/ 

Ihre Richtungstangenten stimmen mit denen der Geraden / und 
ZT überein; ihr Schnittpunkt hat die Coordinaten: 

a 
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Id üebereinstimmQg auch mit den aus ihrer Oleicbung sich berech- 
nenden Gentrnroscoordinaten der Hyperbel. Derselbe halbirt also 
die Strecke FO, und die Richtigkeit des angegebenen Verfahrens 
znr Constmction der Hyperbel durch einen gegebenen Punkt bei ge- 
gebenen Asymptoten ist analytisch dargetan. 

Wählt man zu Coordinaten-Axen speciell die Halbirungslinien 
des Winkelt» 6 der jbeiden Geraden / und // bzhw. seines Neben- 
winkels, 80 ist in der vorigen Entwicklung 

«»— ^2' 

n--tg| 
ZD setzen. Die Hyperbelgleichnng vereinfacht sich dann zu 

tg«|aj»-y« -«tg»|a5 + /?y - 
und geht durch Transformation mittelst der Formeln 

über in 

«»Bin'g- — y»C08*2 = 1 



oder 
— 1. 



|/^«8in«|-|J»co8»|-Y /}/«»8in»|-/J»co8«|- 

28iii| / V 2cob| 

Da die Asymptotengleichnng 

ist (wobei A und B die Axenabschnitte bedeuten), so nimmt sie hier 
die Form an: 

a«Bin*|-^cos«| 
(9) xy - ———ß le" 
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Die Bedingung dafür, dass die Hyperbel 61. (5) in ein Linien- 
paar degenerirt, nämlich das Verschwinden der Discriminante . 

2mn m'\'n ^[2« m« — ^ (m -|- n)] 

D=z tn+n —2 i[2j5 -«(m + n)] 

i[2amn— i5(m+n)] ^[2)5— a(i»-f n)] 

liefert die Bedingnngsgleichnngen : 

am — jJ =» und an — jJ « 0. 

Obige Constmction ergibt also statt einer eigentlichen Hyperbel 
ein Linienpaar, nämlich die Asymptoten selbst, wenn entweder 

ß ß 

m ■=■ - oder n «-» -» 

a a 

d. h. wenn der. gegebene Cnrvenpunkt P anf einer der beiden 
Asymptoten liegt, wie ohnedies evident 

Im ersteren Fall zerfällt Ol. (5) in die linearen Factoren: 

ß 

y — -x«=«0 und 
^ a 

im anderen Falle in: 

ß r. . 

y « « und 

^ a 



y -2~"^(*~I) = ^- 



Eine dritte Bedingung fflr das Zerfallen der Hyperbel ist: m^^^n 
oder: Asymptoten-Winkel =: 0. 

Da das Asymptote npaar als eine degenerirte Hyperbel aufge- 
fasst werden kann, so stellt sich die betrachtete Hyperbel-Con- 
struction als specieller Fall eines allgemeineren, von einer gegebenen 
Hyperbel oder überhaupt von einem beliebigen Kegelschnitt aus- 
gehenden Verfahrens dar. 

unter Zugrundelegung der Gleichung 

der Ellipse resp. Hyperbel , bezogen auf das Coordinaten-System der 
Axen, gelangt man leicht durch eine der obigen analoge Rechnung 
auf die Gleichung des Mittelpunktsorts der durch den gegebenen 
Cnrvenpunkt gezogenen Sehnenschaar, in folgender Form: 
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(10a) für Ell. a«i7*+**f*--(/5a'i?+«^*l) = 
(10b) für Hyp. a»i;»— *«£»— (j?a»i7 — cft«£) - 

An die Stelle des obigen Linienpaars (Z; 11) ist hier nur die Ell. 
bzhw. Hyp. getreten. 

Für a — 6 stellt 61. (10a) einen Kreis dar. 

Die so erhaltenen Kegelschnitte sind mit den gegebenen gleich- 
artig und gehen dnrch den Coordinaten-Anfangspnnkt O nnd den ge- 
gebenen Pnnkt P. 



Anf die Parabel : 



y* — paj 



das in Rede stehende Princip anwendend, erh&lt man wiederum eine 
Parabel 

(11) i?*-/»i?-|t+«|-0, 

welche jedoch nicht durch den Coordinaten-Ursprung geht 



▲lok. d. UaXk. tt. Phjdlc. 8. Belli«, T, Y. 18 
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vin. 



Einige Sätze über Massenmittelpunkte. 



Von 

Heinrich Seipp. 



I. 

Befinden sich in den Eckpunkten 





eines beliebigen ränmlichen (oder ebenen) n*Ecks gleichgrosse Massen, 
dann besitzt der Mittelpunkt E derselben oder der Schwerpunkt des 
materiellen Punktsystems die Coordinaten: 

Xt ^ f 

n 

Vi 

und 

" • 

Das dem Folgenden zu Grunde gelegte Coordinatensystem möge 
ein rechtwinkliges sein. 

Teilt mau nun die Verbindungslinie eines beliebigen Eckpunktes, 
z. B. n, mit dem Massenmittelpunkt n' der flbrigen n — 1 Punkte in 
n Teile, so berechnen sich die Coordinatenwerte des dem Punkt n' 
zunächst gelegenen Teilpunktes: 
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n — 1 * n t n — 1 ) 

Diese Werte sind aber mit den obigen identisch. Verfährt man 
in gleicher Weise hinsichtlich der flbrigen Eckpunkte 1, 2, 3 . . . 
«— 1 des gegebenen n-Ecks und bezeichnet die Massenmittelpunkte 
der betreffenden (n— 1)-Ecke mit 1', 2', 3', ... (n — 1)', so be- 
rechnen sich die Coordinaten der den letzteren zunächst liegenden 
Teilpunkte der Verbindungslinien 11', 22', 33', ... (n — 1)(« — 1)' 
der Reihe nach, wie folgt: 

^+^"f'"+^ I 1 ( ^8+^3 + «" + «^ 






,1( g8+g4+»-'+a^+gi \ 



«—1 



, 1( g4+a^6 + »»» + gn+ai+g8 ) ^ 



^i+^B + "'+^n+x^+ Xi I If „ a^4+a^6 + »»'+gn+ai+a^8 
n — 1 



n — 1 



t , 1 j gti+a; | + g> + - +a^w~2 \ 



n — 1 



Ganz entsprechend die y und «. 

Diese 3 mal n — 1 Werte ergeben sich einfach aus den vorigen, 
indem man die Indices successive um 1 zunehmen lässt Sie stimmen 
mit den Coordinatenwerten xt^ yt^ ze gleichfalls überein und es gilt 
der Satz: 

„In jedem (räumlichen oder ebenen) n-Eck von gleich- 
schweren Ecken schneiden sich die n Verbindungslinien der 
Eckpunkte mit den bezüglichen Massenmittelpunkten der 
flbrigen n — 1 Eckpunkte in einem und demselben Punkt, 
dem Massenmittelpunkt des ganzen n-Ecks und werden in 
ihm im Verhältniss von l:n — 1 geteilt". 

12* 
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Die kleinere Teilstrecke, welche sich znr ganzen Yerbindnngs- 
linie (Schwerpnnktstransversale) wie l:n verhält, liegt stets an dem 
der betr. Ecke ferneren Ende der Verbindungslinie. Liegen dio n 
Massenpunkte in derselben Ebene, dann kommen die « in Wegfall. 

Der bekannte Satz von den Medianen (Schwerpnnktstransversalen) 
des Dreiecks ist ein specieller Fall des vorstehenden. Die (« — 1)- 
Ecke sind dio Dreiecksseiten, ihre Massenmittelpunkte 1'2'3' die 
Mitten der letzteren. Beim Dreieck fällt der Massenmittelpunkt der 
homogenen Fläche mit den\jenigen der gleichschweren Eckpunkte 
zusammen. 

Die Punkte 1'2'3'. . . n' bilden ein dem gegebenen ähnliches, 
bzhw. symmetrisch-ähnliches n-Eck, dessen Umfang bzhw. Kanten- 
summe, Flächeninhalt bzhw. Oberfläche und Rauminhalt sich zu den 
gleichseitigen Grössen des gegebenen n-Ecks verhalten wie Im — 1, 
bzhw. l:(n — 1)* und l:(n— 1)'. Der Schwerpunkt des zweiten 
n-Ecks (bei gleichschweren Ecken) ist gleichfalls der Punkt e. 

Beim Vieleck von gerader Seitenzahl (2fii-Eck) erhält man den 
Punkt e auch als Massenmittelpunkt eines Vielecks von der halben 
Seitenzahl (eines m-Ecks), dessen Ecken die üalbirungspunkte der 
Verbindungslinien der Mitten je zweier solchen Gegenseiten ^) sind, 
deren Anfangs- oder Eckpunkte sich im Index um m von einander 

unterscheiden. Beispielsweise sind beim vollständigen 6-Eck: 23 und 

56 (oder auch 26 und 35 sowie 25 und 36), femer 34 und 61 (auch 

13 und 46, 14 und 36) etc. solche Gegenseitenpaare. 

Die Eckpunkte jenes Vielecks von der halben Seitenzahl sind 
nämlich nichts anderes, als die Massenmittelpunkte der durch die 
genannten Gegesseitenpaare bestimmten m vollständigen 4-Ecke. 
Die Coordinaten dieser m Eckpunkte berechnen sich: 



2\~2"^+ 2 r 
2("^""+ — 2 — r 
21-^"^+ — 2 — r 



1) Das TolUttndigo n-Eck besitst ^ — ^)(*> ^)(^ ?) Gegcnaeiten. 

o 



paare. 



i 
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2\ 2 "*" 2 

2\ 2 + 2 r 

If gm + agm-fl , g2m+gi ) 

2\ 2 +~2~r 

EntspFechend die y und «. 

Ganz dieselben Werte hätten sich offenbar auch bei Benutzung 
der beiden anderen Oegenseitenpaare (darunter das Diagonaienpaar) 
der genannten m tollstftndigen 4-Ecke ergeben. 

Da die in den vorstehenden Ausdrücken vorkommenden xi paar- 
weise auftreten und sich also verdoppeln, so ergiebt sich für den 
liassenmittelpnnkt des f?»-£cks, dessen Ecken ebenfalls mit beliebigen, 
aber gleichen Massen erfüllt zu denken sind: 

« — 2^1 «l+««+... + «ii»-l+«m-|-a!m+l+...+aJ2m| 

und ganz entsprechend 

Der in Bede stehende Massenmittelpunkt ist also zugleich der 
des g^ebenen 2m-Ecks. 

Beim 4-Eck, wo das Vieleck von der halben Seitenzahl ein 
2-Eck, (also eine begrenzte gerade Linie) sein mflsste, erhält man 
statt der 2 Eckpunkte nur einen, nämlich den Massenmlttelpui&t 



Xt 



2\,2"^ 2^""2V2"f" 2 ) 
2V 2 "^ 2 y" 4 



yt= 4 



des 4-Ecks. Dies hat seinen Grund darin, dass die durch die be- 
treffenden Gegenseiten bestimmten vollständigen 4-Ecke, hier 2 an 
der Zahl, beim 4-Eck zusammenfallen. Der bekannte Satz, dass die 
3 Geraden, welche die Mitten je zweier Gegenseiten des vollständigen 
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4-Ecks verbinden, sich in demselben Punkt treffen nnd hier hal- 
biren, ist also ein besonderer Fall des vorstehenden allgemeineren 
Satzes. Desgleichen der allgemeinere Satz vom Raam-4-£ck der 
Tetraeder, wonach die Terhindiingslinieii der Mitten Je zweier Ckgen- 
kanten sieh in demselben Punkt selineiden und liier halbiren. Er- 
wähnt sei noch, dass, wenn das 2m-Eck ein 8-Eck, das m-£ck 
ein Parallelogramm ist 



n. 

- ' Das Quadrat der Distanz zwischen Punkt E und irgend einem 
Eckpunkt i des n-Ecks berechnet sich: 

+ [ yi\ 

Hieraus folgt: 

+ [(yi -Vi) + iy%—yi) + (ys—y«) +•••+ y«-^yO]* 
+ [(«1-«.) + iH-^) + iH-^i) + ... + («n-^)]* 

oder: 

-f («1— ir.)(a;3— orO + («8— a:i)(«4— «*) +.«.+ (av-l— «tX«^! —05^)+... 

+ 

+ (a;i— a^)(irrf-i— ar,) + (22— ar,)(iCi+l — a:v)+...+ 

+ (iCi— a;0(x,.fl— x,)-f -f (av-X— «0(«»— «»^ 

+1 +(«j— «*)(«»-«*) 

. . . -f(a?H-2— ic,)(a^— afi)] + 

den entsprechenden Productensummen für die y und für die s. 
Femer: 
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+ 

+ [— («• -2)a5iaPrf— («— 3)aJ,«W — (n'-^)x^xi — . . . — (n— 0«^-i «•—... 

— IäjOV— 2«j«< — ... — (» — 2)a^.ia;«' — ... 

... — 2xn^2U^ 1 OCn^lXi 

. . . — (n — 4) acn-a av — (« — 3)a;n-i «# 
+V[(n-2)+(ii-.3)+(n-4)+...+2+l]}+ 

den entsprechenden Ausdrücken für die y und z 

oder 

(n-2)(n-l) ) , 

den entsprechenden Ausdrücken für die y und z. 

Legt man in dieser Formel dem Index i alle Werte von 1 bis n 
bei nnd addirt die so erhaltenen Oleichnngen, so folgt: 



] 



— 2[i2»+13»+i4«+. . .+1^» 
+23»+2i«+^»+. . .+2^» 

+ 



+« — 2,n-l«+«— 2,n« 

+n— l,n«]— 2(n— 2)[*i«,+«i!Bs+...aSiX« 

+ *J*4*4* *8*6 "I" • • • '^H 
+ 

+«..x^]+2<!^:iMpi) X 



(«,«+«,»+<*,«+...+«„») 
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— 2(n— 2) 2:«;«»+ (n — 2)(n — 1) -B«A 

Da nämlich in den Sammanden des Gliedes HwiXk alle Indices, 
mit Ausnahme von i vorkommen, so fallen, wenn » — 1 gesetzt wird, 
alle den Zeiger 1 aufweisenden Posten aus. Ist » = 2, so verschwin- 
alle, die den Index 2 enthalten u. s. f. Während nun bei der vor- 
gedachten Summation jedes der Producte xrx$ in Folge der Yariation 
von % in der Paranthese [^^-h^^'4~-*] zweimal auftritt, sich 
also verdoppelt, so kommt es nach dem Vorigen in dem Summen- 
glied JSxiXk bei der gedachten Summation zweimal in Wegfall (näm- 
fär i — r sowol als für i -* «). Es erscheint mithin im Resultat 
nur noch — 2(n — 2) + (fi— 2) = — (n— 2)mal und das Glied 

erhält also in der Tat den Factor — 2(n— 2). 

Die Glieder — 2(n— 2)£flva%4-(n — 2)(n— l)17a:** lassen sich 
nur vereinigen und umformen wie folgt: 

Man stelle ihre Summanden zu je 3 zusammen und zwar so, 
dass zu jedem der 2 (n— 2) fachen, negativen Producte xiXi diejeni- 
gen beiden Quadrate zu stehen kommen, aus deren Wurzeln die 
ersteren gebildet sind. Man erhält so (n— 1) vollständige Quadrate: 
(o?!— «j)*, (x^ — x^y etc., sämtlich multiplicirt mit n— 2; ebenso 
n — 2 vollständige Quadrate : (x^ — «i)*, («j — «4)* u. s. f., im Ganzen 

^ 2 vollständige Quadrate: 

+(n— 2)«i« ^-(n— 2K« +(n-2)«i« +(n-2)«,« 

+(n~2K« 

— 2(n— 2)«iir, — 2(n— 2)aJi«5 — 2(n— 2)aJi«4— ...— 2(n— 2)»iar,»-.i 

— 2(n— 2)»iaj» 

+(n^2)ir,« +(^-2)x^^ +(n-2K« +(n~2)««.i« 

+(n-2)«««. 

4-(n-2)aj,« -Hn— 2)a^« +(n-2)a^« ^-(n-2)a^« 

— 2(n— 2)aj^ — 2(n— 2)ayc4 —2(n— 2)0^5-- ...— 2(n— 2)«!^ 

+(n-2)a^« +(^-2)x^* +(n-2)x^* -H»»-2K« 

+(n-2)x^* +(n-2)x,« +(n-2)a^« 

--2(n-2>C8«4 -2(n-2)a53iC6— ...— 2(n- 2)x^tn 

+(n-2)V -H'^-^V +(n-2>cn« 
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— 2(«— 2)aj4Ä5— ... — 2(n— 2)«4ap» 
+(n-2>5« +(n-2)aj»« 

-f(«-2)ar»-2« +(n— 2)iCH-2« 

— 2(ii-2)«n-«a^-i— 2(n— 2)ar,»-.2afi» 

-Hi»-2)x..-i« +(n-2)«,i« 

+(i»-2)«,-i« 

— 2(«-2)ari»-iap» 

+(i.-2)x,.« 

Es sind nämlich n— 1 Producte vorhanden, welche den Index 1 
aufweisen, so dass znr beabsichtigten Zusanunenstellnng das Glied 
«i' n— Imal erforderlich ist; da es aber überhaupt (n— 2)(n-l)mal 
Torkommt, so kann jedes der Glieder a^' in der ersten Horizontal- 
spalte den Factor n— 2 erhalten. Prodncte mit dem Index 2 sind 
l+(n— 2) — n -1, mit dem Index 3: 2+(n— 3) — n— 1 und mit 
dem Zeiger n: (n — l)4-(n — n) = n — 1 vorbanden. Mithin können 
die (fi^2)(n —1) Quadrate in der Tat so auf die negativen, doppel- 
ten, mit dem Factor n ~ 2 behafteten Producte verteilt werden , wie 
es in vorstehender Tabelle geschehen ist Man erhält sonach: 

- 2 (ü - 2) &rf«t +{n - 2)(n — 1) 2:a!< « 

+.(^-^f)*+(^-«4)*+... + (^-*«)* 
+ 

+ («»-2 - «»-l)* + («»-2 — «»)* 

+(ii-2)[i:(y, -y2)«+-S(y2-fs)*+-2?(f,-f4)*+..0 
LI 

- (ii-2)[i2«+i3*+ü«+iö«4-...+i;« 

+^+2i«4-25*+...+2i« 

+34«+35»+...+ 3i« 

+ .^j 

+«— 2,« — 1«+«— 2,»* 



Hiennt ergieU ach esdliil: 
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+ > » > > 

+ n — l,n« 

oder in symbolischer Schreibweise: 

d. h. ,Jn jedem räumlichen oder ebenen n-Eck ist die n-&che 
Quadraten-Somme der von dem Pankt E nach den Eck- 
punkten gezogenen Greraden gleich der Summe isx Quadrate 
sämtlicher Seiten des Tollständigen n-£cks*S 

Als Specialsätze erhält man 
für das 2-Eck, d. h. eine begrenzte gerade Linie 12: die Identität 



'{(!)•+(?)•) = .-.; 



für das Dreieck: 

für das Viereck: 

+23«+24«+ 

+34« 
u. s. f. 

Für das gleichseitige Dreieck ergiebt sich, wenn der Radius des 
umschriebenen Kreises mit r und die Seite mit « bezeichnet wird: 

« = ry3; 
für das Quadrat — bei gleicher Bezeichnung — 

, — rV2; 
für das reguläre Fünfeck 

(wobei noch d die Länge der Diagonalen darstellt) 

u. s. f. 

Der im Vorigen direct bewiesene Satz kann übrigens ein&cher 
durch Spedalisirung aus dem Steiner'schen Satz, der jedoch in fol- 
gender Form zu schreiben ist: 
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erhalten werden. 

Darin bedenten rm und mk die Massen irgend zweier Systempnnkte, 

*k ihre Entfernung, 

£m die Gesamtmasse des Punktsystems, ai 
die Entfernung des beliebigen Punktes o von irgend einem der 
Massenpnnkte. 

Endlich ist r — ^. 

Lässt man o mit E zusammenfallen, setzt also in dieser für 

ganz beliebige Massen giltigen Formel r » 0, o> = £», und nimmt 
ferner die n Massen unter sich gleich (= m) an, so folgt: 

nm 
oder ^ __ 



m. 

Alle diejenigen Dreiecke in einem beliebigen ebenen n-Eck, 
welche von einer seiner Seiten und je 2 der nach seinen Eckpunkten 
von E ausgezogenen Geraden begrenzt sind, sollen Nachbardreiecke 
heisseuy sobald sie eine dieser Geraden als Seite gemein haben. 

Im n-Eck giebt es n— 1 sokher Dreiecke fbr jede der Geraden Ei. 

Wir betrachten beispielsweise diejenigen, welche an E2 liegen. 
Hau findet: 



+yt [^1 ^^ — - — J +yi [^ ;; — «s^ 



oder: 



±2n^(E2i) — («-2)(y^— a^i) + (a^i— «jy,)4.(yrt-yrt) 

+ 
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Hieraas leiten sich durch successiTes Wachsenlaflsen des variabelen 
Index die folgenden Aasdracke ab: 

-Hicjy,— «8y5)+(yft«t— y«a^) 
+ 

+(«ny8— *«y»)+(y«»*,— y,afk) ; 

+(«6y4— *4y5)+(y8«t— yt^) 
+ 

+(«n-iy4-aJ4yi»-i)+(y«i-i«i-yf«i»-i) 
+(«»iy4— «4y»)+(yi»*t -yt*») ; 

± 2n. ^^(£;25) — (n-2)(y,ajß-a^5)+(«iy5-aj^,)+(yiaJt-yrt) 

+(«8y6— «6y8)+(y8«i— yi«8) 
+(«4y6— «6y4H-(y4flf8— yi«4) 

+ 

+(^»i-iy6-«6yi»-i)+ö^ia^-yt«»-i) 

u. s. f. 

±2n . ^/ (-B2n) — (n— 2)(y,ar,»— «,yn)+(»iyi»— «nyiH-Cyi««— y^) 

+(aj8y«-"«^8)+ (y8«i— yffl^s) 
+(a:4y«— a^ity4H-vy4«8— y««*) 
+ 

+(irH-2yi»-a:»iyi»-a)+^yi»-8«» -y^xn-a) 
+(flPi»-iy»-«Hyi»-i)+(y«-iat - y«*»-!) 

Da in diesen Aasdrücken jedes der mit dem Factor n — 2 be- 
hafteten Glieder ausserdem noch n — 2mal, aber mit entgegengesetz- 
tem Vorzeichen vorkommt and da ferner jedes der übrigen , in der 
ersten Yerticalspalte stehenden Glieder aasserdem noch einmal and 
zwar mit entgegengesetztem Vorzeichen vorhanden ist, so geben diese 
n— 1 Aasdrücke zasammen die Samme nall: 

2n2:^^(£20 — 
oder: 

Zd{E2i)^0 
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wobei i für die einzelnen Sammenglieder der Reihe nach die Werte 
TOD 1 bis n, mit Ausnahme tou 2 anzunehmen hat. 

In dieser Summe sind 'die Vorzeichen der Glieder teils positiv, 
teils negativ, wie es der geometrische Sinn der Summe und die je- 
weilige Beschaffenheit der Figur fordern. 

Die Flächeninhalte der auf der einen Seite der Geraden E2 ge- 
legenen Nachbardreiecke sind mit dem -{-, die auf die andere Seite 
bllenden mit dem ^ Zeichen zu versehen. 

Beim Dreieck reducirt sich die Zahl der Nachbardreiecke fQr Ei 
aaf 2, welche stets zu verschiedenen Seiten jener Geraden liegen* 
Man hat also hier den specielleren, bekannten Satz: „Durch seine 
3 Medianen (Schwerpunktstransversalen) wird das Dreieck in 3 Teil- 
dreiecke von gleichem Flächeninhalt zerlegtes 

Da die obige Formel sich für jede der Geraden Ei anschreiben 
l&sst, so gilt der Satz: 

,,Im ebenen n-£ck ist die algebraische Summe der 
Flächeninhalte aller deijenigen Dreiecke gleich null, welche 
eine der Verbindungslinien des Punktes E mit den Ecken 
als Seito gemein haben und deren dritter Eckpunkt einer 
der flbrigen Polygonpunkte ist^\ 

Auf den Raum übertragen, würde der Satz als Spedalfall den 
bekannten Satz liefern, wonach das Tetraeder durch die Verbindungs- 
linien seines Schwerpunkts mit den Ecken in 4 inhaltsgleiche Tetra- 
eder zerlegt wird. 
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alle Werte fttr (sit) successive als +1, oder —1 in der Art er- 
mittelt, dass I) zuerst für < — 1, « variabel dann II) fQr « — 1 und 
ftür « — 2 in Bezug auf alle ungeraden i angewandt wird, dann, in- 
dem ja nun (1:3), (2:3), (3:3) bekannt, nämlieh +1, —1, sind, 
wieder I) für « •= 3 in Bezug auf alle #, II) für # — 3 und « = 4, 
I) für « =- 5, n) für « — 5 und # = 6 und so fort . . . { indem also 
immer zwei Colonnen abwechselnd mit einer dem ungeraden t 
entsprechenden Reihe ausgefüllt werden }, so ist der Reprocitätssatz 
bewiesen, sobald III) gezeigt werden kann, dass in einer mit einer 
Quadratzahl « » <y' oder ( » x* bezifferten Colonne oder Reihe nie 
ein Minus auftritt, jedoch in jeder anderen vorkommt, was darauf 
hinausläuft, dass bei einer Primzahl p die erforderliche Anzahl der 

Minus, nämlich » erhalten wird , und somit die übrigen ^—^ 
Plus auf quadratische Reste hinweisen. 

Dass die durch I) und II) in doppelter Richtung gesetzte Pe- 
riodicität keinen Widerspruch in sich birgt, ist ersichtlich durch die 
eindeutige Art, wie die Werte 1, 0, —1 ermittelt werden; 9 giebt 
an, die wievielte Colonne, und <, die wievielte Reihe sich in einem 
beliebigen Felde (« : t) schneiden , wenn man der Vorstellung durch 
eine Tafel zu Hilfe kommen will.^) 

1) Ist g eine ungerade positive Zahl, so folgt, indem Formel II) 
für « — 9— t^ und t ^ q angewendet wird, (was durch die beigefügte 
n angedeutet werden mag) und indem j, j^ ... Factoren -f-l oder 
— 1 bedeuten, als 4~1 A^^r unterdrückt werden, 

(q—v:q) — } (3— ©: —5 + 2(5— »))// — j(t; :5 — 2ü)/ -=» i}i(ü:g)ii 

Hiebe! tritt }] nur bei o = {mod4 auf, also wird iii = -j-l« bei 
g~o = {mod4, mithin bei g^lmod4, im andern Falle — — 1. 



1) Zieht man aach negative » und t ia Betracht, so enthilt die ganie 
Tafel drei Qaedranten. Bei wirklicher Aasfühmng einea Quadranten wird 
man sweckm&ssig saerst nar ungerade, poritiTe t nnd t berücksichtigen. Es 
lassen sich dann die Gesetse der Constmction für eine Periode knn als a) 
einfache oder b) doppelte Spiegelung c) ohne oder d) mit Zeichen- 
nmkehmng bei der ersten Spiegelung aassprechen; 

f = 1 mod 4 ; a, e 

mod4; a, d 

= 1 mod 4 auch o, e 

mod 4 6, d 

[vgL die Zeichen der Function cosinns]. 



{<= 1 
bei Verticalen: < 
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Dies kaon, da {q—v : q) = i^v:q)i ist, in die Formel 

^ (-ü:g)-(-l) 2 (^.g) 

zQsammengefasst werden. 

2) Es gelte bereits für alle ungeraden und positiven Zahlen u 
nnd t beide <Cq die Beziehung: 

u — 1 <-l 
^ (u:0-(^l) ^ ' ^ («:u), 

so kann man g — ^ i«4-2<n setzen, und es folgt, wie auch t ange- 
iu>mmen werde ^), 

u— 1 <j-l 
(3:0 = H:ti:0/-J.(t*:0/F-}(-:l) ^ ' ^ «:u)r 

it — 1 ^— 1 g — 1 <-l 

= iai(-l) ^ * ^ «:Tt*+2<n) = (-l) 2 ' 2 j^.^)^ 

denn bei < = 1 mod 4 sind überhaupt alle Vorzeichen positiv, und bei 
< = dmod4 treten } und j^ nur dann gleichzeitig auf, wenn 
für g » — tf4~2«t< die Zahl n ungerade, also 

q — 1 u — 1 , 1« — 1 ,_ 

ist, oder gleichzeitig nicht auf, wenn für g-°4~^4*2nt die 
Zahl n gerade, also ^^ = ^^^ mod 2 ist etc.*) Mithin ist F far 

alle ungeraden und positiven Zahlen giltig. {Eine der beiden kann 
auch negativ sein.} 

3) Es möge für die ungerade Zahl t schon 

^ (2ü:0-(— 1) ^ (v:t) 

gelten, so folgt für ungerades g !> < 



1) l0t f snm Beispiel = 9 «- 2, so wird für n = 1 der nnmeniche Wert 
?on (f if) = 9 — 4 also < 9. 

S) Die gegenteilige Annahme ftber | nnd )| liest den Schlnss offenbar 
ngelodert. 

Ateh. dM Math. n. ¥hj». 1. BeUie, T. V. 18 
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{2v:q) - ± {q-2v:q)iy — iiq:q-'2v)v - j(2ü:g-2ü)i 

««-1 

<« — 1 g«— 1 

-iai(-l) ^ (t^:9)//-(-l) ^ (t^:g), 

denn j tritt nur auf, wenn q^Smodi nnd zugleich <»g— 2t7^1mod4) 
also 2r ^ 2 mod 4, mithin v^ J mod4 ist, and jj tritt nur auf, wenn 
t;^§mod4; es treten also } und jj gleichzeitig auf, wenn 
9^3 und t; ^ 3 mod 4, also g ^ ? nnd 2o ^ 6 mod 8, mithin 
g^±<mod8 ist, denn t war ^{ mod 8, oder } und jj treten 
gleichzeitig nicht auf, wenn 

A) g^3mod4, v = 0mod4, 2« ^0 mod 8, 

B) g = lmod4, t;=$mod4, 2t; =S mod 8, 

also ehenfalls 9 = dh<mod8 wird, etc. Mithin ist VI ftür jedes 
ungerade t giltig. 

4) Findet bereits f&r ungerades t die Beziehung 
VII) (ü:0(tc:«) — (w<7:0 

ü — 1 tC — 1 Wü — 1 

statt, woraus nach Y), da — s — | — ö — — — 5 — ™^2 ^^^ *^^ 
— ^ — I g — ^ — g — mod 2 ist, für ungerade v und w 

zugleich mit 

IX) (± 2f^t : t;)(± 2fH:w) ^ {±2f^t :vw) 

folgt, so lässt sich auch {v:q)(w:q) ^'(vwiq) für ungeindes q'P'^ 
und beliebige v und u? nachweisen. 

Man kann zunächst, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tun, 
V und to ungerade und <C ~ö~~ ^^^^ Beweise voraussetzen, ja es 

möge sogar v zuerst eine Primzahl r sein, die keinen der Prim- 
factoren von w =■ rV" ... an Grösse übertrifft 

Denkt man sich nun ein ungerades Vielfache von q so bestimmti 
dass T « gx^prtü eine mindestens durch 4 teilbare Zahl «■ ±2^^ 
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wird, und das t und x beide < g und relativ prim ^) zu einander 
sind, so ist: 

(g:r)(g:w)(x:r)(«;w) = (qK:r)(qx:w)Yi2 = (T:r)(t:tD)i 

— (t:w)ii«« (T:gx)// — (T:g)(T:x)/x « (T »""^ : «KT »"«^ •' «)^ 

— j(3s»^<')(«:nü)/yttnd r. 

wobei 3 = -|- 1, denn ist x nicht = g mod 4, so ist auch 

rw^ — 1 mod4 

etc. Wird beiderseits durch 

(x:r)(x:tr) — (%:rw)v2Ji 

dividirt, so folgt: 

(g:r)(g:w) — (grru?). 

Ist nun V zusammengesetzt •=■ rr^ . . . so auch nach dem eben 
bewiesenen 

(g:r)(g:r^). .. — (g:w), 
ebenso rar 

tu = rV" . . . (g:r')(g:r") . . . = (g:w) 
also: 

(g:r)(g:r')(g:r")(g:r^) . : . = (g:t^Xg:t^). 

Ist hierin . . . i^^r"^/ ^r, so gilt 

. ^ . (3:0(g:r-'...) -:(g:r"r«'. . .) 

dann wieder 

(g:rO(g:r"r-' . . .) = (gtrV'r«'. . .), 

endUch 

(g:r)(g:rV'r^. . .) — (grrrVV«'. . .) -= (qivw), 

also auch 

VE) (9:<')(«:W ■" (qivw) 

imd 

(t?:g)(tc:g) = (tw:g), 

wobei nun, wenn I) und YI) angewendet werden, v und t& auch be- 
liebige Zahlen sein können. 



1) lat g im Prodneto rw keinmal enthalteii, so wird ffBa das obere oder 
untere Zeicben und ftir « = l die Zahl t^= qte^rw darch 4 teilbar; ist aber 
9 in rw eine gerade Anzahl «' ^ male enthalten, wobei der Best t' ^ q sei, 
io kann, nm r ^ mod 4 an machen, im ungünstigsten Falle ein « = [«' — 3] 
fXL wlhlen sein , doch wird auch dann [r] = [t'^ Sq] < 4^, mithin < < 9. 
Da V •^ g, so ist »' umfomehr »-^r und, weil r eine Primzahl, auch relatir 

prim SU r, somit auch zu w, dessen Frimfactoren ^ r sind, endlich anch zu 

r, denn sonst kOnnte J^rw::s t-^qtt nicht relativ prim zu * sein, wie eben 
Steigt wurde. 

13* 
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5) Ist (s:p) — — 1 >), worin p eine Primzahl, so moss anch für 

Ä ■» 1, 2, . . . jp — 1 und h^^th mod p 
die Relation 

— (Ä:p) — («:jp)(Ä:p) — (9h:p)YU ^ (ä,:i>)/ 

für At "=" li 2, . . . p — 1 statthaben, and es werden die Zeichen inner- 
halb einer Periode der pten Reihe ihren entgegengesetzten in andrer 

Ordnung wiederum gleich, also sind ^-h— Minus vorhanden. {Be- 
zeichnet daher b eine primitive Wurzel, so muss (e:p) =; — 1 sein, 
ein Satz, der bekanntlich nur für solche Primzahlen umgekehrt wer- 

«—1 

den darf, bei denen <p{(p(p)) ="^-0" ist.} 

Würde nun (aht) — — 1 sein, so stände dies im Widerspruch 
Widerspruch mit YII), mithin gilt 

IH) (tf«:0« + l 

{ auch (« : T>) » -|- 1 ) und es sind, falls («:0 ■= — 19 die 9 quadra- 
tische Nichtreste zu <, denn s-^-nU^ a* würde ja auf 

— 1 — {Bit) — (#-f m<:0/=(a*:0= + l 
nach III) führen. Hieraus ist jedoch nur für eine Primzahl p zu 



1) Dass (« :p) = — 1 existirt, iit fftr p^ — 1 mod 4 nnd p = 5 mod S 
nach dem Obigen (IV nnd VI) klar, bedarf aber fCir p ^ -f l mod 8 inaofem 
eines Nachweises , als die Qoadratsahlen a* anch = 1 mod 8 sind. Nach 
Oanss schliefst man dann folgendermassen indirect : Wäre (p: /) = -|- 1 für jedes 
f^ so auch nach III), tttr p' ^p schon giltig, so wäre p = x* mod f =: 1 . 2 ... 
(p — 2) und daher (ygl. Sect. IV. art 129): 

= «(*«- !«)(«« -2«) ... (x* — (^^) )» mod«. 

Nun geht t als Prodnct der (p — 2) ersten Zahlen in die rechte Seite aof, die 
ja anch ein Prodnct von Cp— >2) anfeinanderfolgenden Zahlen ist, links kann 

I aber nicht anfgehn, da I = 2(p — 2) .8. 0»-8) ... (^"i^Jfg^ ) 

relatiT prim zn x und > (p— l*).(p-' 2^) • .. fp^ ( n J ) *•*• ^" 

her giebt es Werte s, wofür (pis) also anch (s :p)r s= — 1 wird, nnd müssen 
schliesslich anch in jeder Reihe (s:t) (s Tariabel), oder Colonne (t yariabel) 
Minns vorkommen, wenn weder s noch t Qoadratsahlen sind. [Umkehrong 

Ton m.] 



schliessen, dass die flbrigen i(p(p) "~^~2~ Pins za qnadratiscbeii 

Betten gehören, d. h. ist (sip) — -f^) so mnsB 9'\'mp » a* fdr ein 
pMBendee m stattfinden. 

Ist aber A&r belieUges 

t^^pY... («:0= + l 
80 wird M-^-nU — c^ nnr dann, wenn 

gleichzeitig gelten, durch 

tf = ffi mod p' 
= a^moAp" 



auflösbar, und so ist denn (stt) mit dem Legendre'schen and Jacobi'- 

sehen Zeichen (-j identisch, und gelten daher fQr dieses die 

Sätze I) bis IX). 

7) Es können jetzt auch die gerade bezifferten Horizontahreihen 
nach der Formel 

X) («:2^0- (*:2)(«:0 

aosgefftllt werden, nnd ist hierin («:2) « f Or alle geraden «, für 
angerade dagegen = -|- 1, so dass also («:2^0 mit (s:t) tibereinstimmt, 
nnr dass alle an gerader Stelle befindlichen Felder nnll werden, 
mass ja doch überhaupt 

XI) i$k:8h)^0 

sein nach I) und 11), indem («:«) = die Diagonale bildete.^) Ftür 



1) Anm. Wird I; = 1, 8, . . . — — ; A =b 1, 8, . . . gesetst, so 

Irilden die Nolkii (db.'nA) als Oitterpankte antust, und andrerseits (tkitk) 

swei Beehteeke Ton je f Jf — ^ 1 Ponkten« Die erste, 8te, Ste . . • 

Vertieale des einen teilt die erste, 8te, Ste . . . Horisontale des andern so, dass 
die Gesamtiahl der hiednrcfa Ton einander gesonderten Fonkte links nnd rechts 
N nnd M beim ersten Rechtecke A^ dagegen H nnd N beim «weiten B wird, 

flberdies If -I- iV = !^^ • i^ ist Es ist also 

V) M=Nm(A2 

wenn beide oder aneh nnr eine der Bechtecksseiten eine gerade Ansahl Punkte 
htt, M nicht ^ NwfoA 8, wenn die Pnnkteanxahl jeder Seite eine ungerade ist. 
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gerades t behalten nur die Sätze /, m (aber nicht die Umkehrang 
von m) Fü, FiZT, ihre Fassung unverändert bei 



nur 



Zum Schlüsse sei unter mehreren anderen derartigen Belationen 

(v+^:8v+l) — (^4-v:8f» — 1) 



erwähnt, d. h. also: Zieht man aus der Tafel alle Beihen von der 
Form 8fi— 1 heraus, so werden auch sämtliche zu den Zahlen 8v-^l 
gehörigen Zeichen in den unter 45^ zur Horizontalen geneigten Beihen 
anzutreffen sein. Eine solche Reihe enthält kein Minus, sobald v 
eine Triangularzahl. 



Es sei ti| r= ti-|-Sfm and m 8ttDftchit= 1, so werden auf den eraton beiden 

Horizontalen des Bechtecks Ai, auf jeder — ^—ysasammen also (1—1) Funkle, 

auf der Sten nnd 4ten Horizontalen znaammen 0--*3) Punkte, • . • im ganaen 

(f — 1^(2«.3)-|.. .. 4^2= — -r— also eine gerade Anzahl an den in 

gleicher Anzahl wie vorhin entstehenden Punkten M hinzutreten, mithin wird, 
(auch ffir beliebige m) die Congruenz 

I') Ml = Mmoä 2 

gelten. Aus V') I') V) und I) kann man denn (tt: f) := (— l)if folgern« 



Königsberg i/P., den 4. November 1886. 
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X. 



Einige Anwendungen 
der Methode der wiederholten Substitutionen. 

Von 

W. Laska in Prag. 



Die Methode der wiederholten Sabstitutionen ist eine instinctiv 
gegebene Methode; einige Anwendungen derselben finden sich zer- 
streut in verschiedenen Schriften (1.) Sie sind jedoch der aller- 
6in£ach8ten Art und auf ihre theoretische Oiltigkeit kommt es eben 
nicht an, es wird nur das Besultat gefordert, welches sie auch in 
allen jenen Fallen liefern muss. 

In diesem Aufsatze soll die Methode der wiederholten Substi- 
tutionen auf die Berechnung der Wurzelwerte der numerischen Glei- 
chungen, sowie auf jene der transcendenten angewendet werden. 
Ehe wir auf die Einzelheiten übergehen, wollen wir eine Gesamt- 
abersicht geben. 

Ans der gegebenen Gleichung 

wird durch die Methode der wiederholten Substitutionen eine neue 
gebildet, 

der alle Wurzeln der ersten Gleichung genügen. Da es sich hier 
um die Darlegung des Grundgedankens handelt, so können wir so 
Tide Annahmen machen, als uns zu diesem Zwecke nötig erscheinen. 

Wir wollen aanehmen, die Gleichung 1) habe lauter yovchiedene 
Wurzdn, die mit Anmahme dner einzigen alle grösser als 1 sind. 
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Sodann wird gezeigt, dass die Gleichung 2) auch nebst dieser einzigen 
Worzel, die kleiner als 1 ist, nur Worzelwerte besitzt, die grösser 
als 1 sind. 

Ist aber 04 •< 1, so wird 

Um$=z 00 

Es haben sodann die Gleichungen 

F(a4)-0 limö(x,) = 

die Wurzel x^ gemeinsam. Wie dieser Umstand zur Berechnung von 
xi benutzt werden könne, wird im Folgenden gezeigt 

Auch die grösste Wurzel der Gleichung 1) kann man leicht 
finden, wenn man bedenkt, dass alle Wurzeln der Gleichung 1) zu- 
gleieh der Gleichung 2) genügen müssen, und dass für 

lim e = 00 

Um auch die Anwendung auf Berechnung der Wurzeln transoen- 
denter Gleichungen zu berühren, wollen wir bemerken, dass die ge- 
gebene Gleichung zunächst in eine unendliche Reihe von der Form: 

zu bringen ist. Die Methode der wiederholten Substitutionen liefert: 

also A'^ Bx für lim d -> 00 

woraus * — Mgt. 

Zur Illustration wurden einige Beispiele angeführt; endlich wird 
diese Methode auf die Differentisügleichungen angewendet 



I. 
Es sei die Gleichung 

1) f{x) = x"-f aia?»-i+(i,a?»-2-|.... o» — 

gegeben, und es werde vorausgesetzt, man habe sich von dem Vor- 
handensein einiger reellen Wurzeln überzeugt So können zwei 
Fälle eintreten: entweder liegt nur eine einzige oder es liegen meh- 
rere Wurzelwerte zwischen zwei aufeinander folgenden Zahlen a und 
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Nehmen wir zunächst an, in dem Intervalle o und a-^-l liege 
smr eine einzige Wurzel. Sodann führt die Substitution 

jr -B o-|-u oder x — a-|-i — u' 
n einer neuen Gleichung 

die dne reelle Wurzel, die kleiner ist als 1, besitzt ausserdem n — 1 
Wurzeln, die sämtlich grösser als 1 sind. 

Im Falle, dass in einem solchen Intervalle mehrere Wurzeln 
sich vorfinden, ist diese Methode, wie überhaupt alle Näherungs- 
methoden nur dann anwendbar, wenn man schon ziemlich nahe 
Niherengswerte besitzt 

Wir nehmen also an, die Gleichung 

besitze eine reelle Wurzel, die kleiner ist als 1, und nur eine solche. 
Alle Coeffidenten mit Ausnahme des letzten on sind dann notwendiger 
Weise ganze Zahlen, gleichviel ob positiv oder negativ. 

Wir bezeichnen die Wurzeln dieser Gleichung mit 

*i *i • • • *"• 
ffilden wir nun 

xf(x) — *»*+i+aix~+...+anx = 
und setzen aus 1) 

X* ■» — Oj x*-l — (ljX»*-2 — ^ ^ , — qH 
80 folgt 

,/(x) wm xH-i4-((i,— aiai)x»-i4-(a8— ai(i,)x«-24.... — OjCh = 
imd die Wurzeln dieser Gleichung sind 



X 



i, *a . . . ^H, — Oj 







ilso die neue Gleichung besitzt wieder nur eine Wurzel , die kleiner 
ist als 1. Wir setzen 

md bilden auf gleiche Weise, 

und allgemein 

Wfbei für die Coeffidenten die Becursionsformel: 



i 
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gilt, wobei die neu hinzakommende Wurzel diircli den Quotienten 

gegeben ist Da aber stets A^^\,n> A^^m so ist diese Wnrzd 
auch grösser als 1. Auf diese Weise bilde man sich die Gleichungen : 

3) (n+^), (n+^+1), ... (2«+*-l) 
Ist nun x<^l und lim^ = oo , so wird 

üma^+^ = 

wir können daher nähernngsweise für hinreichend grosses ^ an die 
Stelle der Gleichungen 3) folgende setzen: 

.4^1,1 «*-!+ -4^1^ a;*-2^_,^4^j^ „ q 

4) 

-4^4»-i,ia;«-^4"'4*4-*-i»a^"^+--'4*-|-ii-i,i» — 

aus welchen sich x linear eliminiren lässt. Bei den wirklichen An- 
wendungen muss man darauf sehen, dass die Coefficienten A nicht 
allzu gross werden, weil sonst ihr Product mit dem zu vernachlässi- 
genden Gliede eine nicht zu vernachlässigende Zahl gibt. 

Die Anwendung der vorstehenden Betrachtungen wollen wir an 
der Gleichung: 

erproben. Die eine Wurzel dieser Gleichung liegt zwischen 2 und 3. 

Wir setzen: 

aj = i4+2 
und erhalten die Beducirte 

tt«+6t*«+10M— 1— 

für die Darstellung der Gleichungen 4) benutzen wir die oben ge- 
gebene Reductionsformel, mit ihrer Hilfe lässt sich die ganze Rech- 
nung bedeutend vereinfachen. 

Wir schreiben zunächst die Coefficienten der gegebenen Gleichung, 
den ersten ausgenommen, in eine Reihe; also 

6 10 —1 

und multipliciren diese mit dem entg^engesetzt genommenen ersten 

Gliede. Dies gibt 

-36 —60 +6 
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und setzen diese Reihe unter die erste so, dass das erste Glied der 
letzteren unter das zweite der ersteren zu stehen kommt Die über- 
einander stehenden Zahlen werden hierauf addirt und geben die 
CoefBdenten der transformirten Gleichung 

14*— 26t*>-61u+6 = 0. 

Die wiederholte Anwendung dieser Regel gibt der ganzen Rech- 
nung folgende Gestalt: 



6 10 
— 36 


— 1 

— 60 


+6 




-26 


—61 
156 


+6 
260 


-26 




95 


266 
—570 


— 26 
— 950 



+95 



—304 -976 +95 

Bleiben wird bei den letzteren Zahlen stehen, so wird 

ttö+ 95tt«+266tt — 26-0 
— tt«+304tt« + 976tt — 95 « 

Hier ist u sicher kleiner als 0,5 , vernachlässigen wir also u^ und t*^, 
80 eigibt sich: 

** = 11856 = ^'^«^^^ 

Um sich zu tiberzeugen, wie genau man die Wurzel erhalten 
hat, eliminiie man u^ aus den letzten beiden Gleichungen. 

Dies gibt: 

804ttft+95t*g 1121 

11856 + ** "■ 11856 
setzt man 

_ 304tift+95 t*« 

^ "~ 11856 
so wird ti sicher kleiner als i 

\_ 2.304+9 5 

^^^2«' 11856 
oder 

^< 0-001 
also 

u « 0,094 

sicher. Daraus folgt aber, dass 



A 
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also 


"^iö 


demnach ist 


P< 0,0000001 




u - 0,094551 



bis auf die letzte Dedmale genau. 

Wir wollen nun zeigen, dass diese Methode zugleich die grOsste 
Wurzel der gegebenen Gleichung liefert Aus 

folgt, da rti Xj . . . xn dieser Gleichung genflgen : 



x=l *=1 x=l 

Ist nun 

«1 > aSj > JCs .. . Xn—l > Xn 

so wird 

lim £ xx^'^^ = «1 

x=l 

ftir 

lim ^ — 00 

und daher näherungsweise für hinreichend grosse ^ 
Nun ist aber bekanntlich: 

x=n 
|) j » X fl?x » — O] 
x=l 

p, ~^xx' - «,»-2«, 

X=l 



wir haben also 



einen Näherungswert von %. 
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Wir wollen die vontehende Bemerkang anwenden anf die 
Gleichung 

5) «* — ax'\-b 

erheben wir diese Gleichung zur nten Potenz, so folgt: 

oder wenn x^ = 0*+* gesetzt wird 

Da nun 

Xr — Xx«— Xx» — ... Xx*-a — 

Xx»^! -. na 
80 wird 



ein Näherungswert der grössten Wurzel der Gleichung 6) sein. Ist 

z. B. gegeben 

afi - 6x+10 

(Schlöm. alg. Anal. p. 389), so wird 

x' = 1/6^10.25 - 1,784 ... 



Die wahre Wurzel ist 

X« 1,8390125 

Wir erhalten also 

,—«.'«0,065 

Wir erlauben uns an dieser Stelle eine nachträgliche Bemerkung, 
betreffend die kubischen Gleichungen hinzuzufügen. 

Um alle drei Wurzeln zu erhalten, setze man 

80 wird: 

p-^mn ■— b 

mp — e 
wobei n aus der Gleichung 

n»— 2on«+(a«+5)n— (a6 — c)=0 

zu bestimmen ist Löst man anstatt der gegebenen Gleichung diese 
nach unserer Methode ao^ so wird 
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*1 — — (ö— w) 



^8 



= j 2^r4 a-n 



wodurch mau alle drei Wurzeln der vorgelegten Gleichung erhält 

Bei Gleichungen, deren Grad grosser ist als 3, läset sich dieser 
Kunstgrift nicht mehr in Anwendung bringen. 



n. 

Wir wollen nun die Methode der fortgesetzten Substitutionen 
auf die Gleichungen I. und IL Grades anwenden. 

Was die lineare Gleichung anbetrifft, so kann dieselbe immer 
auf die Form : 

gebracht werden. Aus dieser folgt 
oder 



1— i 
Besitzt die quadratische Gleichung 

eine Wurzel die kleiner als 1 ist, und ist 



so wird 



X — — lim — 



pn 

liBM = OD 



Nun ist 



also 



Pn — pi»-ip+ff"-i 

qn ■" Pn-l 2 

qn q 



demnach 



^+pn-l 



X — — lim 
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Wir können zagleich den Fehler bestimmen, welchen wir be- 
gehen, wenn wir statt der anendlichen Anzahl der Brttche - im letz- 

P 

ten Eettenbmch, nnr eine endliche nehmen. 



Es ist nämlich 

P 



^=z{^, ?, ?-, ... (n+l)mal 
an \p ^ p' ^ ^ ' 



die ToUstftndige Gleichung lautet aber 



X 



+F 



Pn Pn 

nehmen wir also n-|-l glieder, so vernachlässigen wir oder wenn 

Pn 

x^^ näherungsweise — ( 1 gesetzt wird, das Glied — ^tTs' 

woraus man schon entnehmen kann, dass in dem Falle, wo die obige 
Entwickelung anwendbar sein soll, q<ap sein muss. 

m. 

In diesem Abschnitt soll die Anwendung der obigen Methode 
zur Herstellung von Näherungswerten gezeigt werden. 

Um einen Näherungswert fflr -y^x zu finden, sei 

Setzt man 

80 wird 

14« — — 2aM-|-/J 

daraus 
es ist also: 



4«'2a«+/J " 4a(2a»+/J) 
oder näherungsweise: 

Man findet in ungünstigstem Falle, d. h. für a«2, o—l, /?— 1 

V2- 1,416 ... 
also erst in der 3 ten Decimale abweichend. 

Wir woüen nun einen Näherungswert der Grösse x in der Reihe 

und die Beihe convergent, berechnen, 
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Mnltipliciren wir die Reihe mit o^or, so kommt: 
Nun ist aber 

Demnach ergibt sich durch Subtraction 

so dass 



wird, wo 






Es ist also 

a^8 



X 



ein Näherungswert. 

Auf dieselbe Art kann man fortfahren. 



IV. 

Man kann mit Hilfe des Princips der fortgesetzten Substitutio- 
nen auch Differentialgleichungen integriren oder mindestens in Beihen 
entwickeln, welche ihre Integrale darstellen; was wir an einfachen 
Beispielen zeigen wollen. 

Es sei gegeben 

so wird 

y =» c-^fyxdx 
demnach 

£^:=x{c+fyxdx) 

= x\c'}-fx{c'{'fxydx]dx\ 

' x{c'\'cfxdX'\-cfxfxdX'\-cfxfxfxdX'\' ... 



dx 

dy 

-r ^^ xc 

dx 



r+2 +2.4+2.4.6"''2.4.6.ö''" •• 



da nun 

dy 



dx '^ 



so wird 
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» -^ (1 + 2 +23 + 0:6+ -1 = "* 
was aoch mit der directen Integration flbereinstiramt Um 



dg 
lim ^ = y-f a*-i 



Kl integriren, bilde man: 






^^ g^'l^c + -'\-fytix 



80 wird 

oder nach fortgesetzter Anwendung der Metliode 

+ n+n(n+l)+n(»+l;(„4-:i) + - -l 

SO dass man wegen 

hat: _i ?ü _l_ ^**'*"^ j ac* «4-2 

^"~^^+'^ + n(n4-l) + n(n4^1H^+2)+ •'• 

Liegt die lineare Differentialgleichung 

S+.ä+.ö=o 

vor, wo (p und FuncÜonen Ton x sind, so kann dieselbe unter be- 
stimmten Voraussetzungen auf die Form 

gebracht werden, wo 0(x) um t^(x) durch Beihen gegeben sind. 

Um dies zu zeigen, multipliciren wir die erstere Gleichung mit 
dx and int^n^iren, dies gibt: 

2+/«'2'*'+/*«'^='« 

da nun 

Aidu d. Mfttk. «. Pkjrik. t. B«aM, T. T. 14 
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wobei 

redx = o 

gesetzt wurde, so wird 



dy 
dx 

demnach 



[-\-yet+f(9-et)^dx^c, 



woraus, wenn 
gesetzt wird: 



tlx 



Setzt man dieses Verfahren fort, so gelangt mau zu Ausdrücken, 
die sich immer mehr und mehr der Grenze 

nähern. 

Im speciellen Falle 

tt^y , ily , 
ergibt sich: 



dy 
dx 



p-1-y\^2 ■*"2.4 2.2.5 2.2.4.6'*";:.7 

, ( 05* , «' X^ «* ) 



Dieses Verfahren kann mit Vorteil dann angewandt werden, wo 
es sich um Näherungswerte der Integrale gegebener Diflferentialglei- 
chungcn handelt, wie dies z. B. in den Naturwissenschaften oft der 
Fall ist. 
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XL 

Miscellen 



1. 

Lehrsatz Ton den Kegelschnitten. 

Aof der Hanptaxe einer Curvo II. 0. gibt [es im allgemoiuon 
zwei Paare Ton Pankten R^ S nnd 72', 8* Ton der aasgezeichneten 

Lage, dass fQr einen beliebigen Cnrvcnpankt P die Gerade PS (resp. 

PS^) senkrecht steht zn derjenigen Tangente, welche den zweiten 

auf der Geraden PR (resp. PR') gelegenen CniTenpnnkt P^ (resp. 
P/) znm Berührungspunkt hat 

Ist Q der Schnittpunkt von PS mit der Tangente in P| , dann 
hat das Product PS . SQ einen constanten Wert. 

Die Punkte 8^ R (und ebenso 8', R') sind durch die Brenn- 
puDkte der Curve harmonisch getrennt 

Dieser Satz ergibt sich ziemlich einfach, wenn man eine Curve 
n. 0. im Zusammenhang mit einem sie projicirenden rechtwinkeligen 
Botationskegel betrachtet. £s ist bekannt, dass die Mittelpunkte 
aller eine g^ebene Curve IL 0. % projicirenden Rotationskegel in 
der durch die Hauptaze der Curve gehenden Normalebeno v liegen 
und zwar hier auf einer Curve II. 0. X, der Focalcurve, welche die 
Brennpunkte von % zu Scheitelpunkten und die Scheitelpunkte von x 
zu Brennpunkten hat Unter diesen Rotationskegeln gibt es vier 
rechtwinkelige. Die Mittelpunkte derselben bestimmen sich als die 
Dnrchschnittspnnkte der Curve l mit demjenigen Kreise in der Ebene 

14* 
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V, welcher das zwischen den Scheitelpunkten von x gelegene Stflck 
der grossen Axe zum Durchmesser hat O sei einer von diesen 4 
Punkten, und die grosse Axe von x werde von der Axe des Rota- 
tiouskegels im Punkte R und von der Normalen aus O auf die Ebene 
von X im Punkte S geschnitten. 

Bezeichnet ferner P einen beliebigen Punkt von x, dann berührt 
die Ebene t, die zum Kegelschnitt OP im Punkte O normal ist, den 
Rotationskegel, ihr Schnittstrahl t mit der Ebene x ist folglich Tan- 
gente dieser Cunc. Der Berührungsstrahl von t ist der zweite in 

der Ebene POR gelegene Kegelstrahl, also der Berührungspunkt von 
t der Schnittpunkt P, der Geraden PR mit t Weil aber diese Tan- 
gcuto t sich als Schnittstrahl der Ebene t mit der Ebene von % 

darstellt, so ist sie normal zu der Ebene POS, welche die Normal- 
strahlen OP und OS jener beiden Ebenen verbindet, mithin ist anch 
die Tangente t normal zu der Geraden PS, 

Wir haben hiermit auf der Uauptaxc der Curve II. 0. eins von 
den Punktpaaren, R, S nachgewiesen, es ist aber leicht einzusehen, 
dass noch ein zweites mit ersterem bezüglich des Mittelpunktes sym- 
metrisch gelegenes Punktepaar R\ S' vorhanden ist. Die Annahme 
von mehr als zwei dieser Punktepaare führt zu Widersprüchen. 



Nennen wir R den Schnittpunkt von t mit PS, so ist PS.SQ 

■="50*, also constant. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes 
bewiesen. 

Um die Richtigkeit des dritten Teiles einzusehen, müssen wir 

beachten, dass die Rotationsaxe OR Tangente der Curve l ist, und 
dass die Tangenten einer Curve II. 0. von der durch ihren Be- 
rührungspunkt nach einer Axe gehenden Normalen harmonisch ge- 
trennt ist durch die beiden Scheitelpunkte der Curve auf dieser Axe. 

Es erübrigt uns nun noch die einzelnen Kegelschnitte mit Rück- 
sicht auf jene beiden Punktepaare zu unterscheiden. 



I. Die Ellipse. 
Wenn 

x^ . y* 

die Gleichung der Ellipse ist, dann ergibt sich als Gleichung für die 
Focalhyperbel l 

a*— 6« — Ä» "^ ^* 
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Der Krei§ in der Ebene v, welcher das zwischen den Scheitelpunkten 
der Ellipse gelegene Stflck der grossen Axe znm Durchmesser hat, 
besitzt die Gleichang 

Eliminiren wir aas den beiden letzten Gleichungen z^^ so erhalten 
wir als Abscissen für die Darchschnittspunkte des Kreises und der 
Hyperbel 



a« 



also 



und 



' a 



Biese beiden Werte für x sind auch die Abscissen der Punkte 
/S und 5' auf der Hauptaxe der Ellipse. Die Abscissen von R und 
/^ kann man auf verschiedene Weise bestimmen; man erhält 

and 






Va«-f*5 



Wir erkennen, dass die Ellipse stets zwei reelle Punktepaare 
RS and R*S' besitzt Für iden Kreis fallen die 4 Punkte in den 
Mittelpunkt zusammen. 

II. Die Hyperbel. 
Die Gleichung der Focalellipse A in der Ebene v ist: 



wenn 



+ r. = 1, 






die Gleichnng der Hyperbel x ist. Als Abscissen fttr <S and S' er- 
geben sich wie voriün die Werte 






nnd 
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« = 

a 
Für R und R* findet man die Abscissen 

und 



as «— — a 



ia^-h^ 



Ans diesen Gleichungen ersehen wir, was übrigens auch aaf 
geometrischem Wege sofort einleuchtet, dass nicht für alle Hyperbeln 
jene Funktepaare reell sind, sie werden imaginär für Hyperbeln mit 
stumpfen Asymptotenwinkeln. 

Wenn die Hyperbel gleichseitig ist, so vereinigen sich die beiden 

Punktepaare in ein's und zwar fallen S und S* in den Mittelpunkt 

der Hyperbel und R und R* in den unendlich fernen Punkt der 

Hauptaxe. 

m. Die Parabel. 

Ist y^ = 2px die Gleichung der Parabel , dann lautet die der 
zugehörigen Focalparabel 



Z' 



Der Kreis in der Ebene v geht jetzt in die Normale der Ebene 
von X im Scheitelpunkt der Parabel über, also in die s-Axe. Die 
Parabel besitzt, ebenso wie die gleichseitige Hyperbel nur ein Paar 
jener ausgezeichneten Punkte und zwar ist die Abscisse von S eben- 
falls = 0, während man fQr R den Wert x=p^ also die doppelte 
Brennweite findet. 

Ans dem Vorhergehenden erhellt, dass für alle Kegelschnitte mit 
Ausnahme der Hyperbeln mit stumpfen Asymptotenwinkeln jene Punkte- 
paare sich reell bestimmen lassen. Besonders einfach ist die Ermittelung 
derselben für den Kreis, die gleichseitige Hyperbel und die Parabel. 
Wenn in einem Kegelschnitte eins von diesen Pnnktepaaren bestimmt 
ist, so haben wir eine einfache Lösung für die Aufgabe in den 
Punkten der Curve die Tangenten zu ziehen. Mit dem Eingangs 
dieser Arbeit aufgestellten Satze ist daher zugleich eine neue Me- 
thode für die Tangentenconstruction in Punkten einer Curve II. 0. 
gegeben. 

Strassburg, im Januar 1887. 

Dr. Theodor Meyer. 
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2. 

BantellmBr ^«r ersten Oattnnr elliptiselier Inteimüe dmreh 

Carrenbogeii iweiten GnUes. 

Unter den Terschiedenen Arten die genannte Function durch 
Sammen oder Differenzen algebraischer Curvenbogen darzustellen 
zeichnet sich die folgende dnrch Einfachheit der geometrischen Be- 
ziehongen aus. 



Die Bectification der Hyperbel 



«« y« 



•«*" ft« "" ^ 



er^t unmittelbar den Bogen 

(!.'! «1 I snudnuX 
&'» — eluH 1 
cnu / 



10 e die Excentridtät, 



a b 



dio conjngirten Moduln bezeiehnen, und 

dnti 



(1) 



CUtt 



gesetzt ist, und zwar hat der Bogen « 'seinen An&ng im Scheitel 
eich mit «i. 



Femer ist celu der Bogen o einer Ellipse^ deren grosse Halb- 
aze = c, deren kleine z= ck'^b^ und deren Excentricität ^^ck^Oy 
deren Gleichung mithin 

?+ P = 1 (2) 

iit, anfangend im flachen Scheitel der Ellipse. Beide Curven lassen 
sich also concentrisch mit gemeinsamer Hauptaxe denken, haben dann 
lodi die Länge der zweiten Halbaxe gemein, und die Brennpunkte 
daer jeden sind Scheitel der andern. 



Zur Bestimmung ihrer Endpunkte hat man: 



« ^ a 



voraus: 



cnt*'» 



2^ snt» 

^ e cutt 

rj — 6cntt 



(3> 
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wenn & den Winkel zwischen der Tangente der Ellipse nnd der 
Hanptaxe bezeichnet Ausserdem ergibt sich: 

« 1 



a cos^ 
Endlich enthält die Formel noch die Gerade: 

csnudnu z^ 

cüu a 

nnd lantet nnn: 



Sofern das Integral als beliebiges 1. Gattung gegeben ist, kennt 
man die obere Grenze 

I 
c 

nnd die conjngirten Modnln h^ k' \ ferner ist eine constante Linie 
willkürlich; diese sei c. Aus ihr ergeben sich 

nnd hiermit die Ellipse und Hyperbel in angegebener Lage (2) (1), 
mit den Haupthalbaxen 

MC — c, Mä — a 

nnd der zweiton Halbaxe 

MB '^b 

sowie der Punkt 17 auf der Ellipse, bestimmt durch die Absdsse 

Schneidet nun die Tangente IIE die Hanptaxe in £, und man 
trägt auf EM die Strecke EF^ b, auf £17 die Strecke EG » a, 
und errichtet auf der Halbaxe das Lot FH^ auf der .Tangente das 
Lot GJ bzbw. bis zur Tangente nnd Hanptaxe, zieht femer HP par- 
allel MA bis an die Hyperbel, nnd trägt auf der Hanptaxe EJ nach 
MK^ so ist erstens P der dem 17 entsprechende Hjrperbelpunkt, nnd 
zweitens E seine Projection auf der Hanptaxe, das ist' 

MK = x\ KP=y 
Ist femer MK vierte Proportionale zu 
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MA, MN, MK 
nnti MD za 

MC, MA, MB 

80 ist das gegebene Integral die Somme der Bogen AP and BTl 
minus der Geraden ML, gemessen in Linieneinheiten » MD. 

Den Punkt P kann! man offenbar auch ohne Gebrauch der Tan- 
gente nach Gl. (4), auch unabhängig von £ direct nach der zweiten 
Gl (3) construiren. R Hoppe. 



3. 

Ueber die Pseudosphftre. 

In den Fortschritten der Mathematik, Jahrg. 1884 Heft 1. S. 464 
wird kurz Erwähnung getan über eine Arbeit von Cayley, welche 
sich auf die hyperbolische Geometrie der imaginären Kugelfläche 

«»+y*+«'--i 

bezieht. Dabei wird bemerkt, dass diese imaginäre Oberfläche in 
eine reelle verbogen werden kann, und dass die Gleichung dieser 
Pseudosphäre definirt werde durch 

X — log cotg \B — cos O, Vy * -)-** = sin O. 

Fflr diejenigen, welche sich mit dieser Art von Geometrie be- 
schäftigen, möchte ich bemerken, dass man zu dieser Gleichung auch 
auf ganz anderm Wege gelangen kann, und zwar vermittelst der 
Kettenlinie. 

Die Gleichung dieser Curve ist 

Wir ziehen durch den Punkt {xy) derselben eine Tangente, fUlen 
vom Fusspunkt der Ordinate y auf sie eine Senkrechte und bezeich- 
nen ihren Schnittpunkt durch x^ y^. 

Bildet die Tangente mit der F-Achse den Winkel 9, so bestehen 
folgende Relationen: 

apj — a: — cos O, 
y, — sin O, 
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also 

Xi = logcot^6 — cosO, 

yj = sin0. 

Um die Verwandtschaft dieser Gleichnngen mit den oben ange- 
gebenen za zeigen, gehen wir anf den Raum über. 

Wir lassen die eben abgeleitete Curve eine Rotation am die X- 
Achse vollführen, woran auch die Eettenlinie mit teilnehmen kann, 
nnd man erkennt, dass 

»i = « und y, = Vy*+z* 
wird. 

Daher ist die Gleichung der Rotationsfläche: 

X — logcotiö — cosO, V^+z* — sin© 
welche mit der von Beltrami betrachteten identisch ist. 

Sie ist demnach mit der Kettenlinie verknüpft nnd kann auch 
als eine Art von Fusspnnktenflächen der Rotationskettenlinie, welche 
Catenoid heissen könnte, angesehen werden. 

E. Oekinghaus. 



4. 

Eine Beihenentwicklnng fttr n. 

In den „Transformationen der elliptischen Integrale^' etc. haben 
wir auf Seite 258. folgende Reihe abgeleitet: 

welche noch einer Umgestaltung fähig ist 

Der Ausdruck } V29c stellt dasVerhältniss eines Ereisquadranten 
zur zugehörigen Sehne dar. 

Rechter Hand kann man die Glieder 0*9*75 herausheben und 
zur Bildung einer neuen Reihe verwenden: 
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Da diese aber gleich der orspranglichen ist, so folgt durch Trans- 
position 



1 4-^-4- 1 

I IQ OQ 1^ 



J. _ 1 1 

24 ^^^""5 7.11 13. 17"^ 19.23^25. 29 31.35 



oder auch 
72 "■ 



1.3.5 7.9.11 



+ 



13.15.17 * 19.21.23 

9 
25.27.29 



+ 



Die vorletzte Reihe lässt sich durch Zusammenziehen zweier 
Glieder auch noch wie folgt schreiben 



V2 
1728 



n 



+ 



1.5.7.11 13.17.19.23^25.29.31.35 

7 



37.41.43.47 



+ ... 



deren Bildungsgesetz leicht ersichtlich ist. 



E. Oekinghaus. 



5. 
Bemerkung zu einer Reihe. 
Die in T. IV. S. 258. Gl. (127) entwickelte Reihe 

^V^.n i-f.^ ^ 7^9+11 13 15^' 
kann durch Zusammenziehung der Glieder 

1 + I_.l_l4.iü_ 



3 ' 9 

Übergeführt werden in 



15 21^27 



iV2.--l+i(l + ä-^-f+'9+ ••) 



das ist in 



5 7^11 



13+" 
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jV2.^=l + jgV2.«-^- 7 + n ^i3+i7+i9--- 
daher folgt: 

1/« i 4 £ , 4 4 

gV-j.»-^ 7 11 13. 17"^ ]9. 23"*" 25.29 •• 

oder anch 

r^*'* 1^ 7 11 1U17»10 0QT^ 



24 "^ • 1.5 7.11 13.17 ' 19.23^ 25.29 "• 

und wenn man wieder 2 Glieder in eins zusammenzieht: 

nV2 1 3 5 

1728 ■" 1.5.7.11 13.17.19.23+25.29.31.35 

37.41.43.47^' • 

Gräfrath hei Solingen, Novemher 1886. 

£. Oekinghans. 



6. 
Eine LVsung der gemisehten quadratischen Gleichung. 

Die allhekannten Gleichungen 

y*-j. « n fi», a*+y •= n und «* — y — i», tty ^^ n 

fahren bei gewöhnlicher Behandlung auf eine biquadratische, hier 
soll ihre allgemeinere Form 

u« — 2»= a 

wo a, &, c beliebige Zahlen sind, auf eine kubische Gleichung redu- 
cirt werden und zwar mit Hülfe der Identitäten 

+ 2T/a;ia:,iC8(ya;i + yir,4-yaj8) 
Wird hier 
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gesetzt, so wird 

za setzen sein: x^x^r^ sind dann die Wnrzeln der kubischon Olei- 
cbuDg 

x^ — ax*-\-bx — c = 0. 

Es sei mir hier erlaabt aof eine sehr einfache, wenn auch viel- 
leicht, eben wogen ihrer Eiofachhcit nicht unbekannte Lösung einer 
redacirteu kubischen Gleichung hinzuweisen. Setzt man 

» s 

z -» l/x +ty + Vx — 1>, 

so folgt 

• 

2» =- 2x + 3zVx'^-i'y^ 

dies mit 

z^ ^pz-^q 

verglichen liefert 

Um bei der zweiten Gleichung die kubische zu umgehen, setze 
man 

««£ + 17 

«y = i^+v^ 

wird. 

Prag. W. Laska. 



wodurch 



7. 



Untersnehang der Zahl 2'^ — 1. 

Nachdem ich bestätigt gefunden hatte, dass die von Euler durch 
Division erprobte Zahl 2''~1 eine Primzahl ist, lag es nahe, das 
Augenmerk auf den nächstfolgenden ähnlichen Zahlenausdruck 2'^— 1 
zu wenden, um im gflnstigen Falle die Grenze der vollkommenen 
Zahlen weiter hinausschieben zu können, da ja bekanntlich 2**.(2"^^— 1) 
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eine „vollkommene Zahl^^ ist, wenn 2"*"^ — leine Primzahl ist, und 
da die Reihe dieser Zahlen his jetzt mit der aus 2^^ — 1 abgeleiteten 
zu Ende geht. 

Weil aber das von mir eingeschlagene Verfahren von dem obigen 
in wesentlichen Punkten abweicht und wegen der speciellen Natur 
der Aufgabe abweichen musste, so wird es vielleicht interessiren, 
wenn ich dasselbe hier kurz mitteile. 

Bei dem Ausziehen der Quadratwurzel aus dieser Zahl 

237 — 1 « 137438953471 

fand ich dieselbe gleich 370727^^ + 444942, so dass —444942 als 
Determinante für die Form 1, 0, 444942 gewählt werden konnte. 
Nun ist 444942 = 2.9.19.1301. Die Charaktere der dieser Deter- 
minante entsprechenden Zahlen sind , wenn ihr Verhältniss zu 3 , 19, 
1301, ob sie Rest oder Nichtrest hierzu ist, kurz durch -|- oder — 
bezeichnet wird, in derselben Reihenfolge 

+ + +(8n+l, 7) 

(8n + l, 7) 

- + +{8n + l, 7) 

+ (8n+l, 7) 

+ - + (8n + 3, 5) 
- + -(8n + 3, 5) 

+(8n+3, 5) 

+ + - (8n + 3, 5) 

Sofort auszuschliessen sind also die Gesamtcharaktere , welche 
man durch Vertauschung von (8»-|-l, 7) mit (8n-|-3, 5) erhalten 
würde. 

Weil ferner der Ausdruck die Form 2*^ -1 hat, so muss ein 
möglicher Primdivisor » 742 4~1 sein und weil man ihn durch Multi- 
plication mit 2 in die Form x^ — 2y^ bringen kann, so kann 74s-)-l 
nur die Form 8n4~l oder 8n-f-*7 haben; hieraus folgt also zugleich, 
dass von den obigen acht Geschlechtern nur die vier ersten zur 
Geltung kommen, so dass man von den 16 Combinationen der Eiu- 
zelcharaktere nur den vierten Teil in Rechnung zu ziehen hat. Da 
endlich die Zahl 137438953471 die Form 8n-f7 besitzt, also wenn 
sie zusammengesetzt ist, wenigstens einen Factor von gleicher Form 
haben muss, so reducirt sich der Reihe nach die Zahl der Primen, 
welche Divisor sein können, indem ja von den 18 Resten fflr 37 nur 
einer herangezogen wird, auf */,8 . Vi • V4 • Va ~ Viss- Diese Anzahl 
ist aber bis zu der Quadratwurzel » 31568, so dass man* es unge- 
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fthr mit 100 Divisoren zu tun hat. Die angestellte Division ergiebt, 
dass 223 Divisoren, nnd dass die Zahl also zunächst =223.616317177 
ist Führt man für den zweiten Factor die Division bis zn Ende 
und nimmt noch, wie es ja jetzt sein muss, die Factoren von der 

Form 8ii-|-l bis zur y6168l8177 hinzu (auch die ersteren von der 
Form 8fi4-7 brauchten nicht mehr weiter berücksichtigt zu werden), 
so fahren diese, nur noch wenige an der Zahl, zu dem Resultate, 
dass 616318177 eine Primzahl ist, und es ist also 

287—1 «223.616318177 
Die zweite Darstelluog für die Determinante — 444942 ist 
32. 38210«+40{38 210, 16711+5431.1671« = 137438953471. 

P. Seelhoff. 



8. 
Ein merkwürdiges Breieck. 



Versteht man unter r, p, Qa, gt^ Qc die Halbmesser der dem Drei- 
eck ABC um-, ein-, anbeschriebeneu Kreise, unter Äa, Ä6, Ac, Äa^ 
Aa" ... die Höhen auf a, 5, c bzhw. ihre obem und untern Ab- 
schnittel, und löst man man die Aufgabe, ein Dreieck aufzu- 
lösen, in welchem 1) ?ia == ga — p, h = ^6+^, so erhält man 
n. a.: 

ß 
(3V6f5v^2-4V3— 7), tg2=V(3V6 5y2+4y3-7) 



1) tg?-^ 



tg^« V(3y6-5V2-4V3+7). 

2) cot^ = T/(V6-y2-fl), cot^ - y(76+V2+l) , 

cot^ = IycV6+y2— 1) 

3) 8iu^HiV(l+V'3i-V2), sin^ = y(TFv2-V3). 

sin I — i yye— y2- 

4) cos^ = jVa— V3+y2, cos I = iy3+V3-y2, 

cos^- - i y4— y64-y2. 
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MUcellen, 



5) sin er 



J/Si 



(y2+i)(V3-i) 



siDjS 



= |/' 



(V2-I)(V3+1) 



2 ' —K— p^ 2 

sin y - t/(V2+1)(V3-V2). 



6) cos er 



l+y2-V3 



C08/3 



l+y3-V2 



cosy = 



2-|-V'2-V6 



co8oy'2' 



7) tga « V(V2+l)(V3-hV2), tg^ - V(i/2-l)(V3+y 2), 

tgy= T/(1/2+l)(y3+r). 

8) cot« = y(V2-l)(V3^H72), cot ß - y(y 2+1 )(V3-y 2), 

l/rv2 ->i)(y3-T) 

coty - ^ 2"^^ 

In diesen Formeln kehren dieselben Grössen bald additiv, bald 
sobtractiv wieder nnd folgen einem offenbaren Gesetze. 

Mit Hilfe derselben ergeben sich zwischen den einzelnen Stacken 
des Dreieckes interessante und z. T. sehr einfache Beziehungen, 
von denen hier nur einige angeführt werden sollen: 

9) Äe — ry2. 

10) Äa^ - r(l+V2-V3), Ä6^-r(l+y3-y2), 

hc^ = r(2+y2— V6). 
d. h. hc^ « ÄaV2, ha^+hh^ =- 2r. 

11) A«- - 2r(y3 - V2), Ät« « rCV'S— l)(V/6 - 2),j 

Äc-«r(y6-2) 

d. h. h^ = iÄfl«V'2, Äa«+Ä6«-|-Äc« = ry2 = Äe. 

12) C^ ABC =2r cot ßV2. 

13) Umfang des Höhenfusspunktendreieckcs 2f*cotj3v'2. 

14) Ä«o + ÄftO + Äe® = 4r cos« ^ . 

y 

15) Wc (Halbirnngslinie von y) «= 2rsins^y2. 



Halle a. S. 



Hermann Stade. 
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XII. 



Ueber Algorithmen und Calculn. 



Von 

Ernst Schröder 

in Karlsruhe. 



In einem bei den Math. Annalen im Dnick befindlichen Auf- 
satze („Tafeln der eindeutig umkehrbaren Functionen zweier Ya- 
riabeln auf den einfachsten Zahlengebieten^^) gebe ich eine vollstän- 
dige üebersicht der Gattungen, Arten und Formen von Functionen 
zweier Yariabeln, welche in einem Zahlengebieto von 1, 2, 3 und 4 
Elementen als eindeutig umkehrbare existiren. Diese Functions- 
tafeln scheinen das ihnen individuell zukommende Interesse erst zu 
gewumen, wenn man die durch sie (auf allerdings sehr beschränktem, 
discreten und endlichen Zahlengebiete) definirten Functionen unter- 
sucht auf die Gruppen von Fnnctionalgleichungen die sie 
erfüllen ; und dieses Interesse wird sich noch steigern, wenn man — 
wie ich es als bequem ausführbar nachweisen werde — sie be- 
natzt, um Lösungen solcher Functionalgleichungengruppen auch 
für das ganze zweidimensional conUnuirliche Gebiet der complexen 
Zahlen aus ihnen abzuleiten. 

Wir werden Anlass finden, dergleichen Functionalgleichungen- 
gruppen bald als Algorithmen, bald als Calculn zu bezeichnen, 
je nachdem dieselben nur auf eine einzige Tafel mit ihren Um- 
kehmngen — auf ein einziges „Tafelnsystem^^ — Bezug haben, oder 
aber auch zwischen den durch verschiedene Tafelnsysteme definirten 
Functionen einen gesetzmässigen Zusammenhang ausdracken, mögen 
letztere auch immerhin zur gleichen Art gehören. 

Ich werde in dieser Hinsicht in anderweitigen Ifitteilungen noch mehr- 
fach auf die Tafeln zurflckzukommen haben. Doch will ich hier schon ein 

Arek. der Maik. a. Ph/t. S. Beihe, T. V. 15 
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paar besonders frappante Beispiele hervorheben, nicht nur, um im 
Anschlnss an die Mitteilnng^der Tafeln sogleich eine Idee von ihrer 
Verwendbarkeit (in einer Hinsicht wenigstens) zu geben, sondern 
auch, um die erwähnten Begriffe des Algorithmus und des Calcnls zu 
illustriren und deren Aufstellung zu rechtfertigen. 

Diese Rechtfertigung kann allerdings auch ganz selbständig 
geschehen, wozu ich zunächst schreiten will. 



§. 1. Begriff von Calcnl und Algorithmus« 

Wird gesprochen von dem „Calcul'^ der vier Species, so dOrfte 
jedermann diesen Ausdruck angemessen finden, in Anbetracht, das« 
Ja historisch an diesem als dem ersten Beispiele der allgemeine Be- 
griff des Calculs seinen Ursprung genommen hat 

Das auf der Basis dieses ersten Calculs errichtete wissenschaft- 
liche Gebäude ist nun so über alle Beschreibung grossartig, dass es 
der Mühe wert erscheint, zu fragen, ob nicht auch noch andere Cal- 
culn möglich sind, von einer ähnlichen oder gar noch grösseren 
Tragweite? Man wird sehen, dass, in formaler Hinsicht wenig- 
stens, diese Frage zu bejahen isti Aber selbst wenn sie in jeder an- 
dern Hinsicht zu verneinen wäre, so verdient eine solche Frage doch 
zur Entscheidung gebracht zu werden. 

Um vor allem zu einem allgemeineren Begriffe zu gelangen, ist 
CS nötig, den schon erwähnten Galcul der arithmetischen vier Species 
erst etwas näher in's Auge zu fassen. Vom Inb^riff der Merkmale 
dieses speciellen Calculs werden wir ja beim Verallgemeinern einiges 
aufzugeben haben. Es erscheint zunächst angezeigt, die formale 
Seite des Calculs von der materialen zu trennen. 

Zum materialen Inhalte gehören: Die Begriffserklärung von 
Summe und Froduct, deren Anwendungen, und die Methoden selbige 
numerisch auszurechnen für die verschiedenen Arten von Zahlen (wie 
natürliche, negative, gebrochene, irrationale und complexe). Leicht 
werden wir den ganzen materialen Teil des Calculs ausschlies- 
sen, wenn wir übereinkommen, die in diesem Caicul geltenden Glei- 
chungen nur insoweit zu betrachten, als sie keine numerischen, son- 
dern lediglich allgemeine Buchstabenzahlen enthalten , wenn wir uns 
nämlich beschränken auf die Betrachtung von Formeln des Calcnls, 
welche im ganzen Zahlengebiete unumschränkt gelten. 

Beispielsweise wird so die Beziehung zwischen Addition und 
Multiplication, welche das natürliche Product definirt: 
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als Doch zQQi materialen Inhalt des Calcals gehörig erscheinen, da 
sie wesentlich anf der Yoranssetznng bemht, dass der Mnltiplicator 
h eue ganze positive Zahl sei. 

Der formale Teil des Calculs, welcher hiemach übrig bleibt, 
wird nun also bestehen aus all' den allgemeinen Formein der beiden 
ersten Operationsstufen, welche in der gewöhnlich so genannten 
„allgemeinen Arithmetik^' Geltung haben. Diese sind, nebenbei ge- 
tagt, logische Folgerungen einer kleinen Untergruppe von Gleichungen 
sehr einfachen Baues, welche die fundamentalen Gesetze des Cal- 
cols oder die Grundeigenschaften der Operationen darstellen. 

An diesem formalen Inhalt unsers Calculs sind nun wieder Be- 
standteile von zweierlei Art zu unterscheiden.] 

Bei einer Umschau bemerken wir einerseits solche Formeln, 
welche nur auf eine einzige Operationsstufe Bezug 
haben, z. B. auf die Multiplication und ihre Umkehrung, die Divi- 
non. So das Commutationsgesetz a6 = 6a, woraus auch folgt 

a:i = - desgl. das Associationsgesetz a(bc)=^{ah)Cf weiter die, 

einen Quotienten definirende Gleichung r^ » a und — um auch eine 

Folgerung aus diesen combinirten Voraussetzungen namhaft zu 
machen — die Regel für die Reduction eines Bruches: 

ac a 

hc'^b 

-~ diese alle beziehen sich offenbar nur auf die Operationen der 
zweiten Stufe. 

Eine Gruppe von derartigen Gleichungen zusammen mit allen 
denen, welche sie noch mit logischer Notwendigkeit nach sich ziehen, 
möge ein ,^lgorithmu8^' genannt werden. (Um einen gewissen 
wesentlichen Teil eines Calculs zu bezeichnen, eracbeint dieser Name 
sicherlich nicht unpassend). 

Alsdann werden der „Algorithmus 0{ der Maltiplicatlon** und 

ebenso der ,Jügoritiimn8 Og der Addition", welcher letztere ans 
aaalog gebauten Formdn wie Jener — nnr flir die erste Stole 
gebildet ^ besteht, diese bdden Algorithmen werden als zwei scharf 
gesonderte Bestandtdle des Caloüs erscheineo, Teile, die nicktsdesto« 
weniger von derselbe!, niaslich von der ersterwihnteo Art 
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Im Gegensatz zn diesen bemerken wir aber andrerseits andi 
Formeln, (die auf die Operationen der ersten and zweiten Stufe zn- 
gleich Bezog haben, in ihrer Yerbindong miteinander. Ton jeder 
solchen „gemischten'^ Formel lässt sich nachweisen, dass sie ableit- 
bar ist aus dem einen Distribationsgesetze: 

a(&-)-c) == ab-^-ae 

in Yerbindang mit den innerhalb der Algorithmen bereits gegebenen 
Sätzen und Formeln, sodass man sagen könnte,' dass die Formeln 
nnserer zweiten Art in diesem Distribationsgesetze ^-^ alle logisch 
znsammengefasst erscheinen. 

Worden wir sjrmbolisch etwa schreiben: 

so wftre damit übersichtlich aasgedrückt, aas welchen Bestandteilen 
der Calcnl K der vier Species sich in formaler Hinsicht zasammen- 
setzt. 

Wollen wir nnn daza schreiten, diese Tatsachen zn verallge- 
meinern, so scheint es zunächst geboten, ffir die Snmme a-^b 
irgend eine Function von ihren Gliedern, als Argumenten, also 
f(a,b)j zu substituiren, und desgleichen das Product a.6, wo immer 
ein solches auftritt, zu ersetzen durch eine beliebige andere Function 
9(a, b) von zwei Yariabeln. 

Damach würde z. B der distributive Zusammenhang zwischen 
Addition und Multiplication die folgende (Gestalt annehmen: 

«) 9 {flS/(^ c) } -= / {9 (a, 6), <p (o, c) } 

und jetzt einen distributiven Znsammenhang zwischen irgend zwei 
Functionen zweier Yariabeln ausdrücken. Ebenso würde das As- 
sodationsgesetz (der Multiplication) nunmehr so aussehen: 

ß) 9{a, 9(^ c)\ = g>{fp(a, 6), c}. 

Jede allgemeine Formel des Calculs wird sich fortan ab dne 
Functionalgleichnng darstellen. 

Hiemit ist aber unser allgemeiner Begriff des „Galculs^^ gewon- 
nen: In formaler Hinsicht ist der Calcul nichts anderes als eine 
durch Herbeiziehung ihrer Consequenzen vervollständigte Gruppe 
von Functionalgleichnngen, welche mindestens auf zwei Func- 
tionen zweier Argumente nebst deren Umkohrungen Bezug haben. 
[Jeden auf nur eine solche Function nebst ihren Umkehrungen sich 



I 
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bnebeiideii Teil des Galcnls nannten wir Algorithmns]. Einen 
reilei Inhalt wird der Calcnl aber gewinnen, sobald wir für die 
Fraetionalgleichnngen desselben ein System von Lösungen aosfindig 
mdfßBj wie z. B. fllr den Calcnl der. vier Spedes die beiden spe« 
dellen Fnnctionen 

/(a,d) — a-f-d, ^Oyb) '^ a,b 
ei warstollen. 

Würde zu den vier Species noch die Potenzirung mit ihren bei- 
den Umkehmngen hinzugezogen, so erhielten wir den „Calcul der 
sieben algebraischen Operationen^^ und ähnlich wird auch 
beim Terallgemeinerten Begriff des Calculs eine grössere Zahl von 
nOperttionsstofen^ zuzulassen sein, d. h. eine beliebige Menge von 
Fnietionen /(a, b)y 9>(a, 5), ... nebst deren Umkehmngen. Die Func- 
tiooalgleichuDgen werden auch nicht mehr durchaus oder überhaupt 
dieselben zu sein brauchen, welche — gewissermassen zufällig — 
bei den genannten 7 Operationen zutreffen; sie mögen vielmehr von 
irsend welcher Art sein, vorbehaltlich der Forderung, dass sie vor- 
ent nur allgemeine Zahlen und Functionen enthalten. Und will man 
Ib der Yerallgemeinerung noch weiter gehen, so kann man auch mehr 
all zwei Argumente überall zulassen. Endlich kann man davon ab- 
seben, dass die Argumente o, &, c, ... gerade Zahlen aus dem Ge- 
biet der gemeinen complexen Zahlen bedeuten sollten -, man kann sie 
beliebige Elemente irgend einer Mannigfaltigkeit bedeuten lassen, 
welche — in Gestalt von f(a^b) z. B. — nach einer bestimmten 
Vonchnft v^koüpfbar sind, sei es zu neuen Elementen derselben 
Hamdg&ltigkeit, oder sei es auch zu irgend welchen Gebilden, welche 
uizosehen wftren als Elemente einer noch umÜASsenderen Mannig- 

Das Studium der Galcnln wird sieh demnach decken mit einer 
allgemeinen Theorie der Verknüpfung; und als die ein- 
&^iten YerkntpfuDgen werden sick in der Tat vor allem diejenigen 
zon Stadium empfehlen, bei weldien jeweils ans zwei Elementen 
eil drittes erzeugt wird. Es sei indes bemerkt, dass ich ein Yer- 
Ittien des gewöhnlichen ZaUengebietes hiemichst nicht beabsichtige. 

Wer nnn aber nnsre letzten Formdn a), ß) mit den firflberen 
ver^deht, wird zogeben, daas sie entschieden verwickelter enchei* 
neu. Um die Yorzlge der EinfiwJihgit nnd Ueberticfatliehkeit, weldie 
Iniber ein wertvolles Attribut unsere fBodtmestalen Formeln bilde- 
ten, lach femeriun zn geokasen, schlage ich vor, den vorhin vollzöge- 
tea Schritt in der entgegengesetzten Bichtnig aotznfUiren, 
idünlich anstatt der FanctioneBy(a,6)iind^a,^) hinfort symboliicb 
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Zu schreiben a-|-^ nnd a,b oder aby auf diese Weise also nnter 
Festhaltung der früheren Bezeichnung für diese Operationen deren 
Sinn beträchtlich zn erweitern, ja zn verändern. 

[Erfahrnngsmässig hat dieser Vorschlag einen gewissen Wider- 
stand zn gewärtigen. Es wird ja dnrch denselben in der Tat 
dem Leser zngemntet, von einer langgewohnten nnd berechtigten 
Gedankenverbindnng zwischen Namen nnd dem dnrch sie Benannten 
sich zeitweilig frei zn machen. Anf der andern Seite sind aber Frä- 
cedenzfälle hierzn genngsam yorhanden. Es ist dem Chemiker anch 
nicht verboten worden, mit CO das Kohlenoxydgas zn bezeichnen, 
weil etwa dnrch den schon zwei Jahrtausende älteren Usns des 
Geometers sanctionirt war, nnter diesem Zeichen die Yerbindnngs- 
strecke zweier Punkte C nnd O zu verstehen, und fdglich darf dem 
Leser eines Buches zugetraut werden, dass er wisse, wovon in dem- 
selben die Rede ist Eine gewisse Leichtigkeit, Bezeichnungsweisen 
zu wechseln, noch mehr, solche umzudeuten, sie von einem Gebiet 
anf ein anderes zn übertragen, hat sich auf vielen Gebieten schon 
förderlich oder unentbehrlich erwiesen; und jedenfalls kann es nicht 
untersagt werden, unter einer besonderen ü^eberschrift eine 
abweichende , sei es Bezeichnung bekannter Dinge, sei es Inter- 
pretation bekannter Zeichen, zn verwenden, nnd zwar immer dem- 
jenigen Verfahren den Vorzug zu geben, welches sich dem zu behan- 
delnden Gegenstande am besten anbequemt. 

Die Werte einer Function q>{a,b)j z. B., können nun in der Tat 
nicht kürzer ausgiebig bezeichnet werden, als durch a&, nämlich 
durch das einfache Nebeneinanderstellen der Namen beider Aj^omente. 

Beim Studium der Calculn wird es sich, wie oben gezeigt, un- 
zweifelhaft empfehlen, die Fnnctionsbuchstaben vertreten zu lassen 
dnrch irgendwelche Verknüpfnngszeichen von Operationen, welche wir 
eventuell , als in einem nneigentlichen Sinne gedeutet, als „symbo- 
lische^* zu bezeichnen haben. Dem von andern Autoren, wie neuer- 
dings Herrn 0. Stolz betätigten oft ganz praktischen Vorschlage, 
hiebei eigene Zeichen der Knüpf nng, (wie O f^O zu verwenden, 
schliesse ich mich ebenfalls an, wo irgend eine Verwechselang der 
symbolischen mit den eigentlichen Operationen zu besorgen steht 
Ich kann mich aber bei Untersuchungen, wie den vorgesetzten, wo 
man buchstäblich mit Myriaden von Formeln zu tun hat, schon dazu 
nicht immer bequemen, und noch weniger mich dazu verstehen, anf 
die Vorteile der Uebersichtlichkeit. welche durch die Verwendung 
auch des Bruchstrichs — zufolge der dadurch bedingten Erspamiss 
an Klammern bei Ausdrücken in ungefähr einem Dritteil aller Fälle 
— erzielbar sind, zu verzichten I] 
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Hierbei ist nicht za ttbenehen, dass die beiden inversen Func- 
tionen Yon a-^-bj welche wir mit a-^b (lies: a weniger b) und 
a—b (a minus b) bezeichnen mögen, jetzt im allgemeinen nicht 
mehr einerlei sein werden, desgl. nicht die beiden Umkehrnngen von 
ab nämlich 

a:h (a zu b) und 7 (a durch b) oder auch b \ a (b in a). 

l^elmehr wird es jetzt zweierlei Divisionen, z. B., geben, und wer- 
den wir also bei einem Calcul einfachster Art nicht vier, sondern 
sechs Operationen der beiden Stufen im allgemeinen zu gewärtigen 
haben. 



§ 2. Programm fitr das Studium der Caleuln. 

Ich habe mir nun die Aufgabe gestellt, alle möglichen Oal- 
ciün aufzusuchen, welche zwischen den letzterwähnten sechs S3rmbo- 
lischen Operationen (eventuell auch deren mehreren) bestehen kön- 
Den, und zwar innerhalb solcher Grenzen, die lediglich bestimmt 
sind durch die Anforderung, dass die „fundamentalen^' Oesetze des 
Calculs einen gewissen Orad von Complicirtheit nicht flberschreiten 
dftrfen. 

80 beträchtlich die Menge dieser Calcnln sich bis jetzt darstellt, 
gibt sie doch der Hoffnung Raum, dass es einst möglich sein wird, 
sie völlig zu ttbersehen. Obwol die diesbezflglichen Untersuchungen 
noch lange nicht abgeschlossen sind, ist es doch bereits ausser allem 
Zweifel, welcher von diesen Caleuln der „ umfassendste '^ ist, 
d. h. bei welchem von ihnen auf den einfachsten Gebieten Oberhaupt 
denkbarer Gleichungen deren die allermeisten als Formeln Geltung 
haben. Ich werde diesen Calcul als ein bemerkenswertes Paradigma 
in § 11. auseinandersetzen. 

Inzwischen müssen wir uns vor allem nach den Gesichts- 
punkten umsehen, unter welchen die zunächst immense Aufgabe 
naturgemäss einzuschränken ist, und darauf einen Plan der Un- 
tersuchungen gründen. 

Gefahndet sollte werden auf solche Caleuln, welche in Hinsicht 
auf Einfachheit und Allgemeinheit der „fundamentalen^^ Formeln dem 
Calcul der vier Species resp. dem der 7 algebraischen Operationen 
ebenbürtig sein könnten. 

In den fundamentalen Gesetzen der letztem treten nun höch- 
stens sieben (teilweise unter sich gleiche) allgemeine Zahlen als 
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Operationsglieder aaf — so in dem schon erwähnten Distribntions- 
gesetze, so anch in den fundamentalen Gesetzen: 

der dritten Operaüonsstnfe. 

Wir werden demnach nnr solche Fnnctionalgleichnngen auf ihre 
Conseqnenzen nnd Lösungen untersuchen, in denen nicht mehr 
als sieben Zahlen durch die symbolischen Operationen verknQpft 
erscheinen. — 

Eine Vorbedingung für das Studium der Calculn bildet offenbar 
dasjenige der Algorithmen, deren Formeln ja einen isolirbaren Be- 
standteil der Calculn ausmachen. Hiedurch wird es gerechtfertigt 
erscheinen, wenn wir uns in nächster Zeit vorwiegend mit Algorith- 
men beschäftigen, vor allem also die gesetzmässigen Beziehungen 
untersuchen, welche eine Function f(a^b) oder ab zu ihren eigenen 
Umkehrungen sowie zu sich selber haben kann. 

Für diese Algorithmen können wir uns die Aufgabe noch etwas 
weiter einschränken auf Grund der Wahrnehmung, dass bei den vier 
Species in die fundamentalen Gesetze (wie Associations- und Com- 
mntationsgesetz) nur höchstens sechs Operationsglieder eingehen; 
desgl. Oberhaupt bei den 7 Operationen, indem auch auf der dritten 
Stufe kein Grundgesetz [ich erinnere an (a^)^ = (a^)^] mehr als diese 
Anzahl enthält. Wir werden uns also bei den Algorithmen 
ebenfalls mit bis zu sechs Operationsgliedern begnttgcn. 

In der Tat werden so bei den „reinen^' sowol als bei den „ge- 
mischten'^ Formeln gerade die vier einfachsten Fälle ihre Erledigung 
finden, welche ersichtlichermassen möglich sind, nämlich die Fälle, 
wo 3, 4, 5, 6 resp. 4, 5, 6, 7 Operationsglieder auftreten. 

Bis auf den Specialfall der Division durch sind die vier Spe- 
cies eindeutig, die Potenzirung nebst Umkehruugen im complexen 
Gebiete allerdings schon im allgemeinen unendlich vieldeutig. 

Uns wird es sich empfehlen, die Aufgabe zunächst weiter ein- 
zuschränken durch die Annahme, dass die Grnndoperationen , resp. 
die Functionen samt ihren Umkehrungen, vollkommen eindeu- 
tig seien. 

Ftlr einen auf symbolische Mulüplication bezüglichen Algorith- 
mus werden dann unbedingt als Gleichungen die sechs sogenannten 
„Fundamentalrelationen'' gelten: 
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aioia) -a 
a 

1; — 7 aiT 

a:b b 

ha 

— (ab):a 

als Sechseck mit Seiten und Diagonalen zn denken, wobei die Linien 
Gleichheitszeichen yorstellen , nnd nnr diejenigen hervorgehoben sein 
solien, welche den Mittelpunkt b mit den Ecken verbinden. Dieselben 
definiren die beiden Divisionen als Umkehmngen der Mnltiplication 
oder bringen den Gegensatz der 3 Grnndoperationen zum Aasdmck. 

Als Motiv fOr jene Einschränkung können wir die Ueberlegnng 
aofthren: Wenn unter Beihftlfe der genannten Voraussetzung der 
Eindeutigkeit aus einer Formel alle diejenigen gefolgert werden, 
welche sie in einem bestimmten Formelgebiete notwendig mitbedingt, 
80 muss man jedenfalls den Rahmen erhalten, innerhalb dessen die 
CoDseqnenzen eben dieser Formel sich halten werden im Falle even- 
tueller Vieldeutigkeit der Operationen, das ist nämlich beim Weg- 
fall jener so folgenreichen Prämisse, als welche wir die Voraus- 
setzung der Eindeutigkeit kennen lernen werden. 

Um eine jede Formel aber alle ihre Gonsequenzen zu schaaren, 
und vor allem diejenigen Formeln, welche etwa noch mit ihr „äqui- 
valent^^ sind, ist nötig. Es erscheint dies nicht nur angezeigt, damit 
wir einen Ueberblick über die Umformungen von Ausdrücken ge- 
winnen, welche der Algorithmus gestattet, sondern auch, um die Zahl 
der schliesslich selbständig, aufzulösenden Fnnctionalgleichungen 
nach Möglichkeit zu verringern. Aequivalent nennen wir For- 
meln, wenn sie auf Grund der vorausgesetzten Eindeutigkeit und 
der obigen „Fundamentalrelationen^^ einzeln einander gegenseitig be- 
dingen. Eine auf dem Formelgebiet vollständige solche Gruppe von 
nnter sich äquivalenten Formeln bildet immer das ,J^rämi8sen- 
system^* eines zugehörigen Algorithmus; der letztere umfasst aus- 
serdem noch diejenigen Formeln des Gebietes, welche ans jenen 
(einzeln) folgen, ohne dass solcher Schlnss umkehrbar wäre. 

Bedenken wir freilich, dass bei den namhaftesten „CaIcuW (der 
7 Operationen, dem logischen, dem Quatemionencalcnl, u. a.) auch 
vieldeutige Operationen auftreten, so erscheint unser nächstes Vor- 
haben nnr der Erforschung eines Stromlaufis vergleichbar, an dessen 
Ufern vielleidit erst die fruchtbaren Gefilde liegen. — 

Wie femer dordi die „Vertauschungsprincipien^ die 
Henge der zu mtannichenden Algorithmen oder Prämissensysteme 
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auf oine viel geriDgere zarückzofahren ist, habe ich schon Math. 
Annalen, Bd. 10., S. 306. sq., sowie Borchardt's Journal Bd. 90. 
S. 192 sq. (sowie in den daselbst citirteo Schriften) auseinanderge- 
setzt Es wird darnach nur darauf ankommen, von jeder „Art^ 
von Algorithmen einen Repräseutanteu zu erledigen, und da die 
Arten 1, 2, 3 oder 6-gliedrig sind, zerfallen sämtliche Prämissen- 
systeme in vier Gruppen derart, dass die erste ganz, von der zweiten 
nur die Hälfte, von der dritten (nebenbei gesagt viel zahlreicheren) 
nur das Drittel und von der vierten nur der sechste Teil zu stu- 
diren ist. 

Aehnliches gilt für die Calculn, wo man sogar fflr jede Operations- 
stufe ein besonderes System von Yertauschungsprincipien haben wird, \ 
sodass — bei zwei Stufen — bereits eine Reduction zu studirender 
Mengen von Formelgruppen auf ihren 36ten Teil eintreten kann, 
und so weiter. 



§ 3. Ueberblick des Formelgebiets der Algorithmen. 

Nach dem Vorhergehenden haben wir Oleichnngen zu betrach- 
ten, in welchen lauter allgemeine Zahlen a, &, c . . . beiderseits ver- 
knüpft erscheinen durch irgendwelche von den drei Grundoperatio- 
nen, als deren YerknQpfungszeichen wir symbolisch mal, zu und 
durch genommen haben. 

Wir wollen sagen, dass eine Gleichung zur Classe (m, n) ge- 
höre, wenn auf ihrer einen Seite m, auf ihrer andern n solche Ope- 
rationsglieder vorkommen. So wird z. B. die Formel 

a{bia) — b 

zur Classe (3, 1), die 

a(bc) — (ab)c 



zur Classe (3, 3), dagegen die 



ab b 
ac 



zur Classe (4, 2) gehören. Eine jede Formel der Classe {m^ n) 
werden wir mitunter auch durch 

abgekürzt darstellen , wobei also die Klammerstellung und die Natur 
der verknüpfenden Operationszeichen, desgleichen aber auch Reihen- 
folge und Wertverteilung der Operationsglieder offen gelassen Meil^ 
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Wir haben drei Kategorien von denkbaren Formeln zn nnter- 
scheiden, je nachdem solche (mit Notwendigkeit) stets, nnr manch- 
mal (evontnell), oder nie (nnmöglich) allgemeine Geltung haben. 
Doch ist es zweckmässig, erstere Kategorie nochmals zn zerlegen 
nnd so zn reden von reinen Identitäten, dazn von analyti- 
schen Formeln, sodann anch von synthetischen, sei es zu- 
lässigen, sei es nnznlässigen Formeln. 

Die „Identitäten", wie 

a:(bc) = a:{bc)^ 

in denen beiderseits [genan dasselbe steht, sollen dem Formelgebiet 
nicht zugezählt werden. 

Die „analytischen Formeln", wie 

gelten kraft der „Fnndamentalrelationen" fOr alle symbolischen Ope- 
rationen, die Oberhaupt im Gegensatz zn einander stehen oder eine 
Stnfe bilden; sie können daher nicht verwendet werden, um eine be- 
sondere Stufe von Operationen zu bestimmen. Zum eigentlichen 
Formelgebiete zählen wir sie daher ebenfalls nicht mit 

Die „synthetischen" sind die flbrigen Formeln ; sie drücken for- 
male Eigenschaften ans, die nnr gewissen Classen von Functionen 
zukommen können. Tnn sie dies wirklich, so nennen wir sie zu- 
lässige oder wirksame Formeln, andernfalls nnznlässige. (Beispiele 
weiter unten). 

Einerlei sollen zwei Formeln heissen, wenn sie durch blossen 
Bachstabenwechsel in einander flbergeben, wie etwa 

ab = ba und cd >= de. 
Ebenso sind aber z. B. auch die Formeln 

ab a e 

-— c=s — und r""^ "T 
be ca bo ab 

einerlei, weil durch cyklische Vertauschung von o, &, in einander 
übergehend. 

Als verschiedene sollen Formeln nur dann gezählt werden, 
wenn jenes nicht der Fall ist 

In jedem Ausdruck hat man „freie" und „gebundene" Ope- 
^OBsi^eder zu unterscheiden. Unter letztem verstehen wir die 
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in einer Klammer mit andern verknflpften« wobei nnr zu be- 
achten ist, dass der Brachstrich als Vincnlnm oft eine EJammer ver- 
tritt Z.B. in a(a:b) ist das erste a (sowie a:b) ein freies, dag^en 
das zweite a, sowie b ein gebundenes Operations^ed; ganz ebenso 

in ar* Ein ^^binftrer'' oder zweif&cheriger Ansdmck enthält nur 

zwei Operationsglieder, welche beide in ihm als freie zn bezeicfa» 
nen sind. 

Von vornherein beschränkten wir ans nnn aaf die Betrachtang 
„binärer^^ Operationen, d. i. solcher, die immer nnr zwei Zablen 
(za einer dritten) verknüpfen. Jeder Ansdrack, in welchem mehr als 
zwei Operationsglicder vorkommen, mass deshalb dnrch eine „Cä- 
sar'^ in zwei Teile geschieden erscheinen, die, eventaell von Klam- 
mern amschlossen, stets ^mittelst eines bestimmten Operationszei- 
chens verknüpft sind. Das letztere bestimmt die Natar des Aasdrucks 
als Prodact, Yerhältniss oder Brach. 

Dnrch die anderwärts motivirte Vorschrift, die Brüche hier je- 
weils von nnten nach oben, Prodacte and Verhältnisse aber wie 
üblich, za lesen, erhalten — nebenbei gesagt — alle Operations- 
glieder eines Ansdracks aach eine bestimmte Reihenfolge. 

Anf braud der Definition , welche irgend zwei von den drei 
Grandoperationen als die Umkehrnng der dritten charakterisirt, 
kann nun jedes freie Operationsglied transponirt, d. i. auf die 
andre Seite der Gleichnng gebracht werden. 

Das nämliche kann aneh nach den Fnndamentalrelationen be- 
werkstelligt werden anf Grand des Princips, dass gleiche Zahlen, 
dnrch dieselbe Operation mit gleichen Zahlen verknüpft, gleiche Re- 
sultate liefern müssen. Irgend ein bestimmtes Operationsglied kann 
folglich auch stets auf einer Seite der €tleichung isolirt werden, 
indem man nach und nach (von aussen nach innen fortschreitend) 
alle mit ihm verknüpften Operationsglieder hinüberschafft. 

Solche Gleichungen, welche durch blosses Transponiren von Ope- 
rationsgliedem auseinander ableitbar sind, lassen wir nicht als 
wesentlich verschieden gelten und sehen sie „bei der engeren 
Zählung'^ immer als eins an. Z. B. die Gleichungen 

b 
b:{aa) — ab und II "= ^ 

werden nur „bei der weiteren Zählung" als zwei verschiedene zu 
gelten haben. 

Darob jenes Hinüberschaffen von Operationsgliedem kann eine 
Formel der Classe (m, n) oft in eine solche umgeschrieben werden, 
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welche einer andern Classe (m\ n') angehört. Dabei wird natürlich 
immer 

die Gesamtzahl der Glieder nämlich nngeändert bleiben. Diejenige 
Fonn der Gleichnng erscheint als die übersichtlichste, bei welcher 
die Differenz m — n die kleinere ist. 

Wir brauchen nnr solche Formelclassen zn nntersnchen, bei 
welchen m — n seinen Minimalwert hat. Wie sich unschwer zeigen 
lässt, wird dieser höchstens die Hälfte der grösseren Yon den beiden 
Zahlen m, n betragen. 

Ist nämlich m = n, so hat m^n bereits seinen Minimalwert 0. 
Sind m, n verschiedene Zahlen, so können wir unter m die grössere 

verstehen, sodass m'^ n, Ist dann n_^ ^ so folgt bereits m—n^ 5* 

IM 

Daher muss obige Behauptung nnr noch für die Annahme n <C » 

bewiesen werden. Nun wird die „«»-fächerige^' d. h. m Operations- 
glieder enthaltende, linke Seite der Formel durch die Cäsur in einen 
r-ftcherigen und einen (m — r)-fächerigen Teil geschieden, wo jeden- 
falls r ^ 1 ist, und etwa m-^r ^ r gedacht werden möge, sodass 

f^-^. Transponirt man den r-fächerigen Teil, so gerät die For- 
mel in die Classe 

(m — r, fi+r) — (m', »'), 
wo nun 

m' = m — r ^ 5 und n' = n-f-r <^ m ist. 
Ist jetzt etwa m' ^ n\ so ist der Betrag 

I m' — n' I -^n'—m' — 2r+n— 1»|. < ^ 

wie zu zeigen war. Andernfalls aber, d. h. wenn noch immer m'>n' 
ist, wird der Betrag 

I m' — n' I = m' — n'=» m— n— 2r 

doch mindestens um zwei Einheiten kleiner als m— n sein. Sofern 
iiiXin n' L^ ^ ist, sind wir ebenfalls bereits am Ziele, indem 



«'— n' ^ ;r 



Ä und um so me}ir < » s^Q wird. Wenn dagegen noch 
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immer n' < -^ ist, bo kann man dieselbe Methode, die Differenz der 

beiden Classenindices durch Transponiren zn verringern, noch weiter 
fortgesetzt anwenden, n&mlich nnsere letzte der Classe (m\ n') ange- 
hörige Formel zunächst nochmals ebenso behandeln, wie wir dies 
für die ursprüngliche der Classe (m, n) angehörige Formel vorhin an- 
gegeben haben und so fort, bis diese Differenz endlich < ^ gewor- 
den ist. Dass aber der Wert auch wirklich als Miniroalwert der 

Differenz m-^-n auftreten kann , lehren schon die Beispiele einer 
Formel a, 6 «« der Classe (2, 1) sowie einer Formel (a, &), (c, d) 
= e, / der Classe (4, 2) , u. s. w. , wo er sich durch Transponiren 
nicht weiter verringern lässt 

Jede allgemeine Zahl, die in eine Gleichung des 
zu untersuchenden Formelgebietes eingeht, muss in 
dieser mehr als ein mal als Operationsglied vorkommen. 
Denn käme eine Zahl a nur ein mal vor, so könnten wir, sie iso- 
lirend, die Gleichung auf die Form bringen: 

a ^ by c, d ... 

WO dann rechts ein durch die Werte der ttbrigen Operationsglieder 
eindeutig bestimmter Zahlenwert, links aber — da die Gleichung als 
eine allgemeine oder „Formel^^ aufzufassen ist — eine unbe- 
stimmte, davon unabhängig beliebige Zahl steht Darnach würde sich 
also ein Widerspruch zu der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Grund- 
operationen ergeben. 

Lassen wir also nicht mehr als 6 oder 7 Operationsglieder zu, 
so haben diese sich unter höchstens drei verschiedene Werte a, &, 
c zu teilen. 

Eine Classe (1, 1) kann es nicht geben, denn zu ihr könnte nur 
die Gleichung a ^ a oder die a^ b gehören ; orstere bleibt als 
Identität ausser Betracht; letztere ist als allgemeine Formet 
unzulässig sobald das Zahlengebiet aus mehr als einer Zahl besteht 
(was wir stets annehmen). 

Niederste Classe ist also die (2, 1). In ihr müssen alle drei 
Operationsglieder einander, gleich sein, sodass jede Gleichung der- 
scdben die Form hat: 

Derart gibt es nun drei Gleichungen: 
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a 
aa = a. ata t^» a. - = «, 
' ^ a ^ 



die einander gegenseitig bedingen und „im engeren Sinne'' als eine 
zo zählen sind. Sie haben den 1. c. schon erwähnten Algorithmos Xq 
ZOT Folge. 

Ausser der Classe (2, 1) brauchen wir keine Classe (m, 1) zu 
berflcksichtigen, weil jede Gleichung einer solchen sich verwandeln 
Iftsst in eine Gleichung einer der ttbrigen Classen (m', n'), wo 

«' ^ »* > 1 ist, und zwar dadurch, dass man von den beiden (w— r)- 

Qod r-ftcherigen Teilen des m-fäcberigen Ausdrucks, welche die 
Cäsur scheidet, den wenigstßUsherigen transponirt. 

Damach schliesst sich an: die Classe (2, 2) als die einzige 
Classe, in deren Gleichungen 4 Operationsglieder eingehen. 

Sodann folgt die Classe (3, 2) als einzige mit 5 Operations- 
gliedem. 

In den Gleichungen beider können höchstens zwei verschiedene 
Zahlen a, b als Operationsglieder vorkommen , von denen bei Classe 
(2, Tj jedes zwei mal, dagegen bei (3, 2) das eine drei, das andere 
zwei mal aufzutreten hätte. 

Zwischen 6 Operationsgliedern kommt erstlich die Classe v3, 3) 
in Betracht; sodann aber nur noch von der Classe (4, 2) diejenige 
Partie, worin der vierftcberige Ausdruck durchweg die Cäsnr in 
der Mitte hat („symmetrisch'' geteilt erscheint in zwei binäre Teile). 
Denn sonderte ihn die Cäsur in einen ternären und einen einfäche- 
rigen Teil, so käme ja durch Hinttberschaffen des letzteren (des 
freien Buchstabens) die Gleichung auf eine solche der Classe (3, 3) 
hinaus. 

Dies der Ueberblick der auf Algorithmen zu studirenden For- 
meldassen. 



§ 4. Fortsetzung. Auszählung des Gebietes. 

Je nach der Art, wie nun die vorkommenden Operationsglieder 
in Gruppen von unter sich gleichen zerfallen, je nach der Cäsur 
oder Klammerstellung der beiderseits in einer Gleichung vorkommen- 
den Ausdrücke, und endlich nach der Art, wie sich diese Zahlen in 
die verschiedenen Fächer verteilen, zerfallen die aufgezählten Classen 
^on Formeln noch in verschiedene Ordnungen und Sorten, und ist 




240 Schröder: ü^btr Aljforiikm$n und CaicuU. 

es eine leichte comblnatorische Aufgabe, mit Rflcksicht aaf die 
liehen Anordnungen der Operationszeichen nnd die Beihenfolge 
Argumente , die Zahl der „verschiedenen^^ Oleichnogen zu 
welche eine Sorte umfasst. Wir stellen einfach die Resultate 
sammen, wobei die eingeklammerten Factoren [2X3 oder [3X] 
anf die „weitere^' 2^hlang beziehen, nnd bei der enger^i fortznl 
sind, desgl. was überhaupt in eckigen Klammem stehn wi 

Die Classe (2, 1) enthält nnr die eine Sorte a^a ^^ a mit [3XJ 
Gleichung. 

Die Classe (2, 2) enthalt die drei Sorten: 

a^h ^ a^ h mit 9 Gleichungen, ungerechnet 3 Identitäten ; 

a^ a ^hyh mit 6 Gleichungen ; 

* a^ a^ (L^ a mit 3 Gleichungen, ungerechnet 3 Identitftteii. 

Die Classe (3, 2) enthält folgende sechs Sorten. 

a, (o, b)^a,h mit [2X] 108 Gleichungen, wovon jedoch [2X]^ 
als unzulässige, nämlich nachweisbar mit der Eindeutigkeit der 
Operationen unverträgliche abgehen werden (siehe unten). 



\ 



(a, a), & — a, 5 mit 108 Gleichungen 
[(a, b\ b ^ a,a mit 108 Gleichungen] 

o, (&, b) ^ a^a mit 54 Gleichungen, wovon 36 unznlftssig 
[a, (a, a) — &, & mit 54 Gleichungen, wovon 36 unzalässig] 

♦ a, (a, a)^a,a mit [2X] 27 Gleichungen. 

Als Beispiel einer „unzulässigen^' Gleichung der Glaase (3, 2h 
deren Gesamtzahl [2X] 81 sein wird, sei angeflüirt: 

ab — > (i(o^] 
nennte man 

ab — c, 

so käme sie auf 

»^ ac oder - = a 

e 

hinaus, was unmöglich, weil *- einen durch e eindeutig bestimmten 
und nicht mehr beliebigen Wert haben wird. Desgleichen ist 

ab =:sa{ba) 

unzulässig weil auf 

(ab):a^ba oder b ^ ba, 

das ist 

b:b •= a 

hinauslaufend. Etc. 



^) Der Zweck des Sterns wird weiter unten angegeben. 
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Classe (2, 1) enthält hlenach [3X]1=1 [resp. 3], Classe 
D entbUt 9+6 + 3 — 18 wirksame Formeln, wovon 15 nnbe- 
t; daneben 6 Identitäten. 

Classe (3/2) zanächst flberhaopt [2X] 106+1064-54+27— 397 
1. 594] denkbare Oieichmigen, and nach Abzug der [2X] Blf — 162] 
m noch [3X] 216 [= 432] wirksame Gleichungen, wovon 
Lte: 189. 

Die Classe (3, 3) enthält yicrzohn Sorten. Sorte: 

o, (&,c) =a, (b^e) mit 324 Gleichungen, bei denen 18 Ideati- 
ttten nicht eingerechnet sind; Sorte: 

(a, 5), e = (a, e\ h mit 666 Gleichungen. 

Diese zwei Sorten bilden die Ordnung a, 5, e — a, b^ e mit 990 
ßlttdiungen (ohne 18 Identitäten). Sorte: 

a, (o, b) — (&, c), e mit 666 Gleichungen , wovon aber 21 aualy« 
. tische, also nur 645 wirksame Formeln sind. Sorte: 

) (a^a)yb '=' (&,c), e mit 648 Gleichungen; Sorte: 
(o, a), & — 5, (c, e) mit 171 Gleichungen. 

I Diese drei Sorten bilden die Ordnung a, a, & — 5, e, ü mit zu- 
; nnunen 1464 wirksamen und 21 analytischen Formeln. Sorte: 

■ 

I ^ o, (a, &) — o, (a, b) mit 615 wirksamen Gleichungen, dazu 15 
! «alytisdien und 36 Identitäten; 

; ^ a, (a,&) — ifl^a)^ b mit 648 Gleichungen; 

^ (a, a), & = (o, a), & mit 153 Gleichungen , ungerechnet 18 
\ Identitäten. 

I 

I Diese drei Sorten machen zusammen die Ordnung a^ a^b ^a^ 
I s& ans mit 1416 wirksamen, 15 analytischen und 54 identischen 
Gleichungen. Sorte : 

^ ^ a, (a,6) — (a,&), b mit 666 Gleichungen, wovon 213 als 
uznlässige abgehen, 453 bleiben; 

* * a^ {a^b) ^ a^ (6, b) mit 648 Gleichungen, wovon 216 unzu- 
littige abgehen, 432 bleiben; 

^ ^ (o, «), & — a, (&, b) mit 171 Gleichungen. 

Diese drei Sorten machen zusammen die Ordnung a, a^ b '^ a^ 
M ans mit 1485 Gleichungen, wovon 429 unzulässig sind, also 1056 
allsiig erseheinen. [Von 12 Hezaden der letztem ist noch der 

Ank. i. Malk. m. rkysik. S. BdlM. T. T. 10 
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Beweis ausständig, aasstftudig, dass sie wirklich Lösangeo besitiea}. 
Sorte: 

^ (a, &), & =? a, (a, a) mit 612 wirksamen und 36 analjtiadM 
Gleichungen ; 

* o, {b^ b) — a, (a, a) mit 324 Oleichnngen. 

I 

Diese zwei Sorten bilden die Ordnung o, &. 6 — a, o, a mit 93^ 
wirksamen und 36 analytischen Gleichungen. Sorte: 

* a, (a,a) = a, (a, a), zugleich Ordnung a, a,a«»€iyCi,ami 
138 wirksamen, dazu 15 analytischen und 18 identischen Gleichnngen 

Die C 1 a 8 s e (3, 3) nmfasst somit 6606 Gleichungen, wovon 429 
als unzulässig, 90 als Identitäten und 87 als analytische Gleichiingeä 
abgehen, sonach 6000 wirksame Formeln bleiben, davon nnbesteml 
2454. 

Von der Classe (4, 2) mit „symmetrischer'^ Cäsar kommen 
zwölf Sorten in Betracht Sorte: 

(o, c), (b, e) = a, b mit [3X] 216 Gleichungen ; 

{(&, c), (by e) ^ a^ a mit 162 Gleichungen, 
[(a, a), (6, c) = 5, c mit 324 Gleichungen] ; 

(a, fl), (ft, ft) = c, (? mit [3X] 27 Gleichungen 

♦ ♦ {a,b\ (a,a) = a,Ä mit [3X] 108 Gleichungen; 

it % M^ ^'^* ^^' 6) = o, 6 mit 162 Gleichungen, 
\ [(a, a), (a, &} = &,& mit 324 Gleichungen] 

^ ( (a, 6), (a, &) = a, a mit 324 Gleichungen, 
I [(a, a), (o, 6) = o, & mit 648 Gleichungen] ; 

^ ( (a, a), (a, «)=&,& mit 81 Gleichungen, 
\ [(^9 a)) (^^) === O) a mit 162 Gleichungen]; 

♦ (a, a), (a, a) == a, a mit [3x] 27 Gleichungen. 

Zusammen in dieser Classe [3x] 1107 [=3321] Formeln, wovoo 
unbestemte [3X] 405. 

An wirksamen Formeln haben wir demnach in der engeren 
Zählung, den angeführten fflnf Classen entsprechend: 

1+18+216+6000+1107 = 7342 Gleichungen. 
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;, Fftr eme erste Inangriffnahme wird dieses Untersnchnngsfeld 

noch eher zu ausgedehnt erscheinen. Wir redadren dasselbe 

weiter unter einem Gesichtspunkt , den wir bezeichen können 

das Bestreben, das Beste vorwegznehmen. Eine Formel, 

rue 

a(ab) = (aä)b^ 

|«iergar 

a(aa) = (adja^ 

JkM jedenfalls einen Algorithmns von geringerer Tragweite bedin- 
Bis z. B. die Formel 

e(ab) = (ac)bj 

ton welcher sie einen speciellen Fall vorstellt; ebenso wird die An- 
Mbnie 

a 

a 
gewiss ärmer an Conseqnenzcn sein, als die Annahme 



a:az= -• 
o 

Verlangen wir also, dass in den Formeln ansres üntersnchnngs- 
^es jeweils die grösste Anzahl von einander verschiedener 
ibo unabhängig beliebiger Operationsgliedor auftrete, welche nach 
^ Gesamtmenge dieser Oporationsglieder überhaupt zulässig ist, so 
werd^ von obigem Gebiete alle die besternten Sorten ausgeschie- 
^- Lassen hievon auch die mit zwei Sternen bezeichneten den 
Qobestemten sich nicht auf die angegebene Art subsumiren , so bil- 
^0 jene doch in der Tat zusammen die weniger interessante (etwas 
grOtsere) Hälfte, und m&ssen deren Consequenzen , mindestens bei 
den mit einem Stern bezeichneten, sich zudem halten innerhalb des 
^>^ens der formelreicberen Algorithmen aus dem unbesternten 
Gebiete. 

Nor mit den letzteren, welche natürlich in der Umformung von 
^ittdräcken auch die beträchtlichere Mannigfaltigkeit, Freiheit und 
Dichtigkeit gewähren, werden wir uns nunmehr befassen, und unser 
fomelgebiet wird hienach definitiv aus den 

1 + 15+189+2454+405 =3064 

Gleichnngen der unbestemten Sorten bestehen*, es möge fortan kurz 
^8 ),d a s Gebiet^' bezeichnet werden. 
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In erster Linie kommt es nno darauf an, zn ermitteln, in wie Yide 
„PrftmissensjTsteme'' oder Gruppen von einander äquivalenten For- 
meln, also sozusagen selbständige logische Einheiten, dieses Gebiet 
serfUlt Ebenso viele „primäre'^ Algorithmen werden auf diesem 
Gebiete denkbar sein, wenn wir primitiv oder primär einen jeden 
Algorithmus nennen, bei dem es möglich ist, eine ausreichende Prä- 
misse in Gestalt einer einzigen Formel des Gebietes anzugeben. 

Erst nach diesen primitiven werden die „Gombintionsalgo- 
rithmen^' aufzusuchen sein, welche in secundäre, tertiäre, 
quartäre (etc.?) zerfallen, je nachdem mindestens zwei, drei oder 
vier Formeln des Gebietes als simultan gültige angenommen werden 
müssen, um alle übrigen Gleichungen des Algorithmus nach sich zn 
sieben. Es versteht sich, dass diese Benennungen nur relative Gd- 
tung haben in Bezug auf ein bestimmtes zu Grunde liegend gedachtes 
Formelgebiet: ein auf einem solchen als ein combinirter zu bezeich- 
nender Algorithmus kann für ein anderes Formelgebiet primär sein 
und umgekehrt. 

Um erkennen zu lassen, dass die gestellte Aufgabe keine mass- 
lose ist, sei hier schon angef&hrt, dass die 3064 Formeln unsres Ge- 
bietes nur 54 Arten von 167 primitiven Algorithmen liefern, und 
zwar sind es 12 eingliedrige, 1 zweigliedrige, 31 dreigliedrige und 
10 sechsgliedrige Arten, wobei in der Tat: 

12 X 1 + 1 X 2 + 31 X 3+10 X 6 — 167. 

Einen ähnlichen Ueberblick über das Gebiet der auf Calculn 
zu untersuchenden „gemischton'S also auf mehrere Operationsstufen 
bezüglichen Formeln behalte ich mir vor, bei einer andern Gelegen- 
heit zu geben, und schreite jetzt dazu, einige Paradigmata hervor- 
zuheben. 



§ 5. Algorithmus 0| auf discreten ZahlengeMeten. 

Der Algorithmus O^ — definirt als die Gesamtheit der Formeln, 
welche für die eigentliche MultipHcation nebst Divisionen gelten — 
nimmt unter den primären Algorithmen unsres Formolgebietes hin- 
sichtlich seiner „Tragweite^, nämlich seines Formelreichtums, erst 
die fünfte Stelle ein. Bei Berücksichtigung auch der Combinations- 
algorithmen würde er noch viel später rangiren. Eine nach gewissen 
Vorarbeiten sehr leicht zu bewerkstelligende Auszählung würde dar- 
tun, dass in ihm 494 von den 3064 Formeln ausschliesslich Geltang 
haben. 80 von jenen Formeln bilden das Prämissensystem von 0^ 



_k 
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und sei als Beispiel einer solchen sowol Commutativität (C|), als 
AssodaÜTität (A^) in sich scUiessenden Prämisse angef&hrt die 
Gleichling: 

Ol») (ab)e=:b(ea). 

Zweckmässiger aber, als die Berufung auf eine solche einzige 
Prämisse, ist meistens der Hinweis darauf, dass 0^ durch die Com- 
. Mnation jener beiden Eigenschaften C^ und A^^ gegeben ist, wie dies 
aus den Elementen der Arithmetik bekannt. 

Besagter Algorithmus ist besonders leicht zu begrenzen, indem 
der in Arithmetik Orientirte augenblicklich einer jeden Formel an- 
sieht, ob sie zu jenem gehört, nämlich ob sie in dem gewöhnlichen 
Snne des Wortes „richtig^^ ist, oder nicht Beschränkt man sich, 
behufe Ausschlusses der Division durch Null, etwa auf das Gebiet 
der positiven Rationalzahlen (ohne die 0), so fohren die Operationen 
der (zweiten) Stufe niemals aus diesem Zahlenkreise heraus und sind 
in ihm vollkommen eindeutig. Dann ist es leicht, die Falschheit 
einer jeden nicht zu O^ gehörigen Formel an beliebigen Beispielen 
darzutun — „Falschheit^ selbstverständlich nur für die als „eigent- 
liche^^ anfgefassten Operationen. 

Eine Function, welche im Formelgebiete ausschliesslich die 
Fancüonalgleichungen des Algorithmus Oi erfttUt, ist die durch die 
Tafel 9i,])^ meines vorigen Aufsatzes definirte. Erniedrigen wir sämt- 
liche Elemente um eine Einheit und ersetzen das Mal- durch ein 
Plus-Zeichen, so lautet die Tafel: 

= 0-fO = 24-2 — 14.3 = 3+1 
J 1-1+0 = 0+1-2+3-3+2 
'^'^^ ^2-2+0-0+2—1+1-3+3 
3 = 3+0 - 0+3 - 1+2 = 2+1. 

Aehnlich umgeformt, wird die Tafel 3i,|)' lauten: 

10 -0+0 = 1+2 — 2+1 
1-2+2 = 0+1-1+0 
2-1 + 1 = 2+0 = 0+2. 

Hier ebenfalls gelten die Formeln O^, daneben jedoch auch einige 
(in der Arithmetik ungültige) Gleichungen der Classe (3, 2) , im 
ganzen nämlich ein 0| unter sich begreifender Combinationsalgo- 
rithmus 0^ von 508 Gleichungen des Gebietes. 
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Wir haben durch die aosgefQhrte ümformnng der Tafeln aogon- 
scheinlich den Vorteil erreicht, dass jetzt anch die Formel 

a-)-0 = 0+a = a 

in üebereinstimmnng mit der gewöhnlichen Arithmetik gilt (anf bei- 
den Zahlengebieten 0, 1, 2 nnd 0, 1, 2, 3). 

Far jedes endliche Zahlengebiet von discreten Ele- 
menten lässt sich anf mindestens eine Weise eine Function 
so definiren, dass sie den Fnnctionalgleichungen des 
Algorithmus O^ genttgt Es gibt m. a. W. hier jeweils eine 
^yLösnng^' von 0|. 

Um diese LOsnng fOr dn Zahlengebiet von n Elementen zu fin- 
den, nenne man 0, 1, 2, ... (n — 1) die Elemente des Grebiotes. 
Man definire als symbolische Summe a(-\-)b den Best, 
welchen die eigentliche Summe a-^-b bei der (eigenüichen) Division 
durch n lässt, also einfach die mit a-f-^ bezüglich des Mo- 
duls n congruente Zahl des Gebietes. 

Die beiden angefahrten Tafeln sind augenscheinlich nach diesem 
Princip gebildet 

Um aber allgemein einzusehen, dass man so eine Lösung von 
0| erhalten muss, braucht man blos — da die Operation offenbar 
commutativ ist — die Assodativität derselben zu beweisen. Nun ist 
laut Definition: 

fa-j-ft falls a+* ^ », 
= 
a + ft — n falls a-|-^ > *>• 

Und demnach ist auch: 

a-f-d-|-c falls dies <n, 

{a(+)Ä}(4.)c = } «+*-H— » falls a+b+c ^ n aber < 2n 

a+6+c— 2» falls a-H+« > 2* 

und genau dasselbe ist auch a{-\'){b(+)c\^ somit Assodativität in 
der Tat vorhanden. 

Wie laut Definition die directe, so ist nun auch die inverse 
Operation (symbolische Subtraction) vollkommen eindeutig, m. a. W. 
ist «C+^/J = «(+)y» 80 folgt /J = y. Denn sind a+ß nnd a-f-y 
gleichrestig in Bezug auf den Modul n, so müssen nadi bekanntem 



n 
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Satze auch ß and y es sein, woraus — da sie, als dem obigen Zahlen- 
gebiet angehörig, ihre eigenen Reste vorstellen — deren Gleichheit 
folgt 

Es ist hier femer stets: 

o(+)o(4-)--(+)«==0, oder a» — 0, 

TT n 

vean allgemein zur Abkürzung die Bezeichnung eingefQhrt wird : 

12 m 

kraft welcher auch: 

sein wird. 

Hiemach lässt sich zu jedem a des Zahlengebictes der Wert on-i 
l^cht nnmittelbar angeben. Fflr a — ist nämlich an-i «■ 0; da- 
g^en fiSr a nicht » ist ctm-i diejenige Zahl, welche a zur (eigentlichen) 
Sommc n ergänzt, d. h. n—a. Dies folgt wegen der Eindeutigkeit 
der inyersen Operation mit Leichtigkeit daraus , dass fttr den an- 
gegebenen Wert Ton on-i die Probe a(-|-)afi.i = jeweils stimmt 



§ 6. Der Algorithmus %. 

Dieser (in Math. Annalen Bd. 10 noch Qiss von mir genannte) 
Algorithmus umfasst 978 Formeln unsres Grebietes und nimmt mit 
dieser Zahl unter den primitiven Algorithmen desselben die zweite 
Stelle ein. Nicht weniger als 396 von den genannten Gleichungen 
sind fftr sich allein ausreichende Prämissen desselben. Als Beispiel 
einer solchen Prämisse sei hier nur angefahrt die Gleichung: 

Qo») a(aft)-.(5c)(?, 

welche (neben noch andern) sich als ein reines Multiplicationsgesetz 
darstellt 

Auch hier jedoch dringt man schneller in das Wesen des Algo- 
rithmus ein, wenn man denselben aus einer Combination einfacherer 
algorithmischer Eigenschaften hervorgehen lässt Dazu empfehlen 
sich vor allem zweie, nämlich einerseits das Commutationsgesetz: 

Ci) a5 = io, a :5 = r » 

andrerseits der schon 1. c. von mir eingeführte Algorithmus Cq, dessen 
Prämisse eine beliebige der f&nf Formeln 

h 
a3 = a:5=- = a6, a (ba) s= 5 «* (ab) a 
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bildet, nnd dessen Wesen auch ebensogut die Regel ausdruckt, dass 
so oft etwa ^}^ -» a ist, dann anch immer ya=s ß and aß = f sein 
moss. 

FOr Qq ist also charakteristisch, dass 

b a 
ab '^ 6a =» a:b ■=■ b:a «■ - o« - 

a b 

ist, d. h. die drei zu einander inyersen Omnd-Operationen sind hier, 
vor- nnd rückwärts ausgeführt, miteinander identisch. Jeder Factor 
der einen Seite einer Oleichnng kann deshalb wiedcmm als solcher, 
nämlich als erster oder nach Belieben anch zweiter Factor auf die 
andre Seite gebracht werden. 

Auf jedem Zahlengebiet von n Elementen gibt es 
mindestens eine Lösung des Algorithmus Qo« und zwar 
eine solche, die der in § 5 beschriebenen Lösung von O^ in ge- 
wissem Sinne zugeordnet ist Definirt man nämlich das symbolische 
Prodnct 

a.b — aii-i(-)-)V-if 

so ist diese Operation notwendig den Gesetzen Qq unterworfen. 

Beweis. Erstens gilt offenbar das Commutationsgesetz. Zwei- 
tens, wenn a.ß =^y^ so muss auch ß.y ^^ a sein, mithin C^ gelten. 
Denn ist a./J — y, so ist y — aH-i(4-)P«»-i- Wegen — y(+)y»-x 
folgt hieraus: 

0-.cr,.-i(+)/J,.-i(-f)y»-i. 

Hit Bücksicht auf — o (+) a»-! und die schon erwähnte Eindeu- 
tigkeit der symbolischen Subtraction gibt dies wieder: 

« = /Jn-i (-{-) y«-.i oder « — ^.y, 
q. e. d« 

In diesem Sinne erweisen sich nun die Tafeln, welche durch 
Erniedrigung sämtlicher Indices um 1 aus den gleichchiffirirten der 
vorigen Abhandlung hervorgehen: 

0-0.0-2.2-1.3- 3.1 
1 — 1.2 = 2.1 — 0.3 = 3.0 



und 



^»o) 1 2-2.0=0.2 = 1.1 — 3.3 
3-3.2-2.3- 0.1-1.0 

i — 0.0—1.2-2.1 
W ! 1-1.1-2.0-0.2 



2 = 2.2 — 0.1 — 1.0 
als denen 9)^ und 3)' des vorigen Paragraphen bezüglich zugeordnet 



^ 



Schröder: üeber Algorithmen und Calculn, 249 

Lftsst man in den Betrachtangen dieses und des Torigen Para- 
gnq[)hen die natürliche Zahl n beständig grösser werden, so sieht man 
leicht, dass die symbolische Addition a (-{-)& des § 5 übergebt in die 
eigentliche a-)-5. Der Ansdmck on-i, wenn a von verschieden, 
geht über in die Ergänzung des Wertes a zn oo, oder, wenn man 
will, auch zu 10*, d. h. in das „arithmetische Gomplemenf' von o, 
und kann, als diesem eindeutig entsprechend, ersetzt werden durch 
dessen entgegengesetzten Betrag — a; das dem Gesetze Qq genügende 
symbolische Prodnct a,b wird dadurch zu — a — 6, was in der Tat 
auch leicht direct als eine Particularlösung der Functionalgleichungen 
Qo in dem ganzen (auch dem complezen) Zahlengebiete zu erkennen ist 

Dem Algorithmus Qo genügen indes auch noch andere von den 
durch unsre Tafeln dargestellten Functionen, so namentlich die 2oH>)^ 
und zwar gilt für diese, sowie für 2^^)^ ausschliesslich Qo 9 wogegen 
für die oben angeführte Tafel lo,o)' neben Qo iioch andre Formeln 
nnsres Gebietes — im Ganzen 1^7 — erfüllt sind, die einen zu- 
sammengesetzten Algorithmus ^'\-Qq ausmachen. 

Hier gilt nämlich auch noch der (Bd. 90, Borchardt's Journal 
schon von mir in Betracht gezogene) Algorithmus Xq^ welcher die 
einlachste aller denkbaren Formeln zur Prämisse hat, nämlich die 
Gleichung a,a '^ a^ die das specifische Gesetz der Operationen des 
Logikcalculs ausdrückt. [Für sich umfasst Aq doch 19 Gleichungen 
des Gebietes]. 

Und weiter steht die durch die Tafel 1)' definirte symbolische 

Mnltiplication zu sich selbst noch in distributiver Beziehung, 

d. h. es ist stets: 

{b ,c),a =» (b. a),(c.a) 

— desgl. mit irgend wie umgestellten Factoren. Dies hat noch eine 
Menge formaler Eigenschaften im Gefolge, die aber sämtlich nicht 
mehr dem Formelgebiete angehören, auf welches wir uns beschränken 
wollten. 

Dass die gleiche Eigenschaft (Distributivität in Bezug auf sich 
selbst) den beiden directen Operationen in der Algebra der Logik 
ebenfalls zukommt, ist eine naheliegende Bemerkung, welche zuerst 
von Herrn Gh. S Peirce ausgesprochen wurde.^) 

Ich habe schon 1. c. (Math. Annalen Bd. 10) ein geometrisches 
und im bilinearen Functionsgebiet auch ein analytisches Substrat für, 
den Gesetzen O^ resp. Qq genügende operative Verknüpfungen nach- 
gewiesen. 



1) Americaa Joarnal of Math. Vol. HI, pag. 83. 
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§ 7. Der nmflMMndste Alforlthmms: Uq. 

Die Tafeln 1q^)^ und 1q^)^ Btellen LOsnugon vor fttr einen noch 
viel umfassenderen Algorithmns - wie meine Untersncbnngen darton 
werden, den umfangreichsten (in formaler Hinsicht) den es gibt In 
ihm sind die vorerwähnten Algorithmen O^ und Qq als gleidizeitig 
geltende vereinigt Ich nenne denselben l^o* ^^ umfasst 2874 For- 
meln unsres Gebietes — über welche wir sogleich einen Ueberblidc 
gewinnen werden — und von diesen bilden 208 das Prämissensystem 
des Algorithmus. Ich will die Gleichung: 

Uoi») (MM = bc 

als Beispiel einer solchen Prämisse von 11^ hier anführen. [Es ver- 
steht sich, dass schon die geringste Abänderung hiebei von Einfluss 
ist; so hat z. B. die Gleichung {ba)(ac) » cb nur 342 Gleichungen 
unsres Gebietes zur Folge]. 

Es sei mir hier verstattet, beispielsweise einmal aus obiger Prä- 
misse die drei Grundeigenschaften A^^ C\ und Cq wirklich abzuleiten '), 
was immerhin nicht ganz naheliegend erscheint Um dabei noch 
möglichst Klammem zu sparen, verwenden wir gelegentlich ansdrQck- 
liche Malzeichen, schreiben z. B. die Gleichung V^f) noch übersicht- 
licher: 

Dann ist: 

(ab .bc).cd «« ab, (be . cd) 

da diese Gleichung durch beiderseitige Anwendung von Üq^) sich in 

ac.cd *^ ab,bd 

und ebenso weiter in die Identität ad ^ ad zusammenzieht. Wenn 
nun o, ß, y ganz beliebig gegebene Werte haben, so kann man hin- 
bringen, dass 

a* « cf, b€ = ß und cd *^ y 

wird. Zu dem Ende braucht man z. B. nur, a beliebig lassend: 

& » a:a, o » j9:& » j9:(a:a) und d — y :c = y:{/J:(a:a)} 

anzunehmen, was wegen der unbedingten Ausführbarkeit der Divisionen 
angeht Darnach ist dann die Formel aß,yz=u,ßy oder A^ all- 
gemein bewiesen. 

Durch dreimalige Anwendung von UJf) ergibt sich: 



1^ Ich habe dies mitgeteilt in der mathematiichen Section der Natur- 
forscherTersammliiDg zu Berlin, 1S86. 
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ab.ed = (ah.b€)(bc,eti) — i»e,bd 

ond dieses Resultat abcd = acbd^ worin wegen A^ nun Klammern 
nach Belieben gesetzt oder weggelassen werden dürfen, lässt sich 
auch ansehen als: 

(a,b€)d ■= (a,cb)d'j 

CS darf deshalb wegen vorausgesetzter Eindeutigkeit der Divisionen 
erst df hernach a beiderseits gestrichen werden und bleibt: bc «- eb^ 
d. h. es ist Q bewiesen, und damit gilt auch ^|-|*Q "" ^i- 

Nunmehr können wir U^^) schreiben: (ab,a)c '^ be^ woraus 
nach Kürzung durch c folgt: ab.a==b. Hiermit ist eine Prämisse 
von Cq gewönneu, und muss nun auch der Algorithmus Ci-|-Co=: Qo 
gelten, q. e. d. 

Die Gesamtheit der unter Uq geltenden Formeln lässt sich leicht 
wie folgt charakterisiren. Von all' den Gleichnogen, in welchen 
(specieUe oder allgemeine) Zahlen beiderseits irgendwie durch die 
drei Grundoperatiooen „mal^S „zu^^ und „durch^^ verknüpft erscheinen 
wird eine beliebige immer dann bei Uq richtig sein, wenn jedes 
in ihr vorkommende Zahlzeichen eine gerade Anzahl 
mal in der ganzen Gleichung auftritt. 

Man beweist dies leicht mit Rücksicht darauf, dass in jedem 
Ausdruck laut Qq &Ue OperaUonsglieder ohne Unterschied als Factoren 
angesetzt worden dürfen, und zwar wegen der Associativität ^^ ohne 
Klammern, und wegen der Commutativität Q in beliebiger 
Beihenfolge. Uebereinstimmende Factoren zu beiden Seiten der 
Gleichung dürfen (nachdem sie etwa beiderseits in Gedanken voran- 
gestellt worden) wegen der Eindeutigkeit der Division — zunächst 
nnr hüben und drüben gleich oft — gestrichen werden. Hiemach 
lässt sich hinbringen, dass ein jedes Operationsglied nur mehr auf 
einer Seite der Gleichung vorkommt, ausgenommen den Fall, wo 
ein Operationsglied auf der einen Seite allein noch übrig bleiben 
sollte, und deshalb nicht vollends gestrichen werden könnte. 

Schliesslich kommt aber noch (eventuell wiederholt) in Betracht, 
üass, gleichwie unter O^ bekanntlich a(b:b)'^a nebst b:b ^ e:e 
gilt, so hier auch a,bb=^a nebst bb ^ ce allgemein gelten muss. 
Jedes Paar von übereinstimmenden Factoren, mit welchem eine Zahl 
verknüpft erscheint, kann dahor ohne weiteres unterdrückt werden, 
und muss deshalb die betrachtete Gleichung entweder in eine Identität, 
wie a — o, oder in eine solche von der Form bbzszee endlich über- 
gehn. — 

Käme fiber eine allgemeine Zahl a eine ungerade Anzahl mal 
in einer Gleichung als Operationsglied vor, so würde sie durch den 
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obigen Redocüonsprocess entweder nnr ein mal in derselben übrig 
bleiben, oder aber die Formel würde sieb in die Oleichnng a »^ aa^) 
znsammenzieben, welcbe Xq bedingt. Offenbar ist aber der Algorithmus 
Xq unverträglich mit I/q, denn nach diesem ist aa ^^ bb, nach 
jenem aber aa^ a und bb '^ b, woraus a » 5 als allgemeine Formel 
folgen würde. 

Weitere formale Eigenschaften, als die in Uq bereits zusammen- 
gefassten, kOnnen daher einer Uq genügenden Function nicht mehr 
zugemutet werden ; dieser Algorithmus ist mit keinem andern mehr 
combinirbar oder verträglich; er ist ein „in formaler Hinsicht ge- 
sättigteres 

Da ich mich in einer späteren Abhandlung darauf zu berufen 
habe, muss ich insbesondere hervorheben, dass bei Üq die 990 Glei- 
chungen der Ordnung a, &, c — a, &, c sämtlich durchaus erfüllt 
werden, von denen bei O^ nur 150 gelten. Es darf wol als über- 
raschend bezeichnet werden, dass soviele Eigenschaften mit einander 
verträglich sind. In dem weiteren Gebiete der 7342 Formeln des f 4 
gelten bei Üq volle 5799, also beinahe 79 Procent aller denkbaren 
(zulässigen) Formeln. 



§ 8. L5sang von Vq hi discreten ZaiilengeMeten. 

Wir reproduciren jetzt die Tafeln 1)' und 1)^, indem wir sämt- 
liche Indices wieder um 1 vermindern. Dabei ist zu bemerken, dass 
die erstere selbst nur einen Teil der letztem (das erste Yi^tel der- 
selben) vorstellt, und dass die letztere ebenso angesehen werden kann 
als Teil einer Fnnctionstafel, welche fftr ein Zahiengebiet von acht 
Elementen 0,1, ... 7 eine Lösung des Algorithmus Do definirt Diese 
wollen wir zunächst hinsetzen: 



loHi)« 



,lo,o) 



4 



^0 = 00 = 11 
11 = Ol = 10 



= 22 = 33 
= 23 = 32 



2 = 02 = 20 =13 = 31 



= 44 = 55 = 66 = 77 
= 45 = 54 = 67 = 76 
= 46 = 64 = 57 = 75 
= 47 = 74 = 56 = 65 



8/ ' ? = 9?.=JP..=A?:z 

^"^^^ 4 = 04 =^ '^---^ = 26 = 62 = 37 = 73 

5 = 05 = 50 =14=41 =27 = 72 = 36 = 63 

6 = 06 = 60 =17 = 71 =24 = 42 = 35 = 63 

7 = 07 = 70 =16 =61 =25 = 52 = 34 = 43 



1) Wenn hier rechts oder linki noch weitere Factoren atfinden, würde der 
vorige Fall eintreten« 
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wobei zwischen je zwei Ziffern ein Yerknttpfnngszeichen o gesetzt zu 
denken ist 

Im AnscUnss hieran lässt sich zeigen, dass anf jedem Zahlen- 
gebiet Ton 2* Elementen eine Lösung des Algorithmus 
l7o existirt, und zwar kann man jeweils ans der far 2** Elemente 
bereits bekannten die Fnnctionstafel fOr 2**'*-i Elemente reenrrirend 
ableiten, indem man jene Tafel mit 2* Elementen zunächst hinsetzt, 
darauf alle Factoren der in jeder Zeile vorhandenen symbolischen 
Producta durchweg um 2^ vermehrt und zu neuen „Producten'' ver- 
einigt dahinter schreibt, endlich aus der so gewonnenen ersten (oberen) 
Hälfte der Tafel die untere nach dem Princip ableitet, dass jeder 
„Factor^^ auch vor oder hinter die linke Seite geworfen werden könne, 
nämlich dass aus a^ßoy auch ß » ao^r = yoa und y = ao/?«» j^oa 
folge. 

Um zu beweisen, dass für die so erhaltene Tafel mit 2^-^^ 
Elementen der Algorithmus Uq gelten muss, wenn dies fOr die zum 
Ausgangspunkt genommene Tafel mit 2^ Elementen der Fall war, 
bemerke man, dass C| augenscheinlich und Cq nach der Erzeugungs- 
weise der Tafel durchweg erfdllt ist Es kommt also nur noch 
darauf an, zu zeigen, dass auch das Associationsgesetz J, , nämlich 

fto(aoc) =■ (ftoa)oc 
erfAUt sein muss. 

Zu dem Ende bezeichne man die Elemente 0, 1, ... 2*^—1 der 
ersten Hälfte $| aus unserm Zahlengebiete von 2****-^ Elementen 
consequent mit griechischen, die 2*», 2**-)- 1, ... 2«'*'^ — 1 der zweiten 
Hälfte $s durchweg mit lateinischen Buchstaben, und zwar ent- 
sprechend so, dass a ans a, a' aus a\ b aus j9, etc. durch die 
Erhöhung um 2^ hervorgegangen. Dann ist nach der Entstehung der 
Tafel ein „Producf ^ zweier lateinischen stets gleich dem der gleich- 
namigen griechischen Buchstaben, also 

etc. Desgleichen, wenn a = /}, so ist auch a <— 5, und umgekehrt 
Und femer bildet es einen Teil nnsrer Voraussetzung, dass ftür die 
griechischen Buchstaben das Associationsgesetz schon erfollt sein wird. 

Dann ist zu zeigen, dass diese Formel auch richtig bleibt, wenn 
man einen, zwei oder alle drei griechischen Buchstaben durch latei- 
nische ersetzt, und dies kommt, in Anbetracht, dass in ihr der mittlere 
Bachstabe bevorzugt erscheint, die beiden andern aber nach der 
Commutativitftt ihre Bollen austauschen können, hinaus auf den 
Nachweis der fänf Gleichungen: 



Li 
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Äo(aoc) = (&oa)oc. 



Die letzte von diesen Gleichnngen ist wegen aoc= a^y ^^^ 
haa •" j3oa bewiesen, wenn gezeigt ist, dass ^o(aoy) « (ßoa)<^e sein 
muss. Nun mnss ao^ = ^' und ßoa^^ß' wieder eine Zahl der 
Ornppe $ji, dagegen boy' '^ a' nnd |3*oc «=- a" eine Zahl der Gruppe 
$2 sein. [Ganz ebenso wird auch bei den folgenden Beweisen, so- 
bald wir einen Namen für ein specielles „Producta' einfahren, will- 
kürlich nur der Buchstabe und Accent rechterhand sein, das Alphabet 
aber, dem er angehören muss, sich durch die Data bestimmt erweisen.] 
Zu zeigen ist nun, dass a! » a'\ Da Cq gilt, haben wir aber 



a'c» ß<^y\ « "= ß'^^Y' 
j8o(«©y) — (/Joa)oy oder /5o/-= /5'oy, 
so folgt €t* » a'\ somit auch a' = a'\ q. e. d. 



also auch 
nnd hieraus 
Da nun 



Hienach wird man auch die noch ausstehenden vier Beweise, 
die wir in abgekürzter Darstellung geben, leicht verstehen: 



Beweis, dass 

ßlay) - (ßa)Y, 
Sei 
ay - cM»a - b\ /Jo'- a', b'y - a", 

so ist: 

Y^ac' '^ ay', /J — oi' « a/J', 

y' — «y, ß' = cfft /J(ay) = (/Ja)y, 

y^a"b'=a"ß\ «'=i8y', o"=iS'y, 
also «' = «" nnd a* = a", q. e. d. 



Beweis, dass 

b{ac) r= (ba)e* 
Sei 

ac = c', ba = Ä', 
so ist: 

bc'^ßy\ b*c = ß% 
aber: 

« = cc' = yy*, a = W = /J/J', 
also y' = ay^ ß* =z ßa^ nnd da 
/3(ay) - (Pa)y, so folgt /J/=l57 
und bc = b'e^ q. e. d. 



Beweis, dass b{ay) ^(ba)y. 

Sei 

ay=y\ ba=b\ by' = a*^ h'y=a!', 

80 ist 

also «' = jJy*, «"= jJ'y» dazu 

a^W^ßß', ß':=ßa', 

aberß(«y)=(/J«)y, oder /3/=i»'y, 
«' = tt", a' = a" q. e. d. 



Beweis, dass 
ß (ac) = ( j8a) c oder i? (ay) = (ßa)e. 
Sei /Ja=:i*, so ist (ßa)c=b'c=ß'r^ 
aber ß=^ab'=aß\ worans 

welches = /? (ay) laut Voraus- 
setzung ist, q. e. d. 
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Da noD Air n — die „TafeP' » OoO eine Fanction definirt, welche 
jeden Algorithmns *) somit auch den Üq erfollt, so mnss auch die 
ans ihr aof die geschilderte Art ahgeleitete Tafel Iq^)', desgl. dann 
di« ans dieser ahgeleitete lo1o)^ hernach die 1)^ n. s. w. ein Lösnngs- 
gebiet ehendieses Algorithmus sein. — / 

Nun fragt sich aher, ob man nicht, wenn n unendlich gross ge- 
nommen wird, das symbolische Prodnct zweier ganzen Zahlen auch 
iodependent herstellen kann, ohne die ganze Tafel bis über dessen 
Factoren hinaas recnrrirend fortgesetzt zu haben. In Beantwortung 
ergibt sich die folgende höchst einfache Regel. 

Um fflr irgend zwei natürliche Zahlen a, b den Wert 
der Fanction aob zu finden, welche den Fnnctional- 
gleichungen des Algorithmus Üq genügt, stelle man jene 
beiden als dyadische Systemzahleu dar, wobei bekanntlich 
nur die Ziffern und 1 auftreten, und schreibe sie mit den gleich- 
stelligen Ziffern untereinander. Man bilde hierauf die „Pro- 
ducte^' der gleichstelligen Ziffern nach der Vorschrift 
des symbolischen Einmaleinses lo1o)^ indem man also eine 
ansetzt so oft zwei gleiche, und eine 1 so oft zwei ungleiche Ziffern 
zusammentreffen. Die so erhaltene dyadische Systemzahl, 
gewünschtenfalles in's dekadische System zurückverwandelt, ist das 
gesuchte ^roduct'^ a^b. 



Exempel. Sei a = 36 « 100100, »ft — 23 — (0)10111, wobei 
der Strich über einer Zahl andeuten soll, dass sie als dyadische 

Systemzahl aufzufassen, so ist aoft « 110011 = 41. 

Um die behauptete Regel zu beweisen, kann man a'^b^O 
annehmen; denn für a » & ist nach der Regel sowol, wie direct er- 
sichtlich, dass ao& — aea»>0 sein muss-, und ist einer der „Factoren^^ 
gleich 0, so ist (hienach kraft Cq) auch a.O -» O.a »- a, das „Pro- 
ducta also gleich dem andern „Factor^, und das nämliche ergibt dann 
augenscheinlich auch die Regel. 

Wir denken uns a und b dyadisch dargestellt 

Erster Fall. Beide haben in dieser Darstellung gleich viel 
— sagen wir it-f-l — Ziffern. Dann beginnt also a sowol als & in 
der n-}-! ten Stelle (von rechts) mit einer 1 und ist: 



2»+i > a > 2», 2*4^^ > * « 2». 



1) Auf einem ZAhlengebiet, bestehend aai nar einem Elemcnle, lind alle 
Algoriibmeii mileinADder Teitriglich and auch die bislang als „nnxnlissig** 
charakterisirten Foimeln erAUlt. 
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Nadi der Entstehimg der Tafel mnss dann das symbolische Frodoct 
aab = aoß sein, wo sowol a «-> a — 2** als j? «- & — 2** dyadisch min- 
destens eine Ziffer weniger hat Dieses aoß findet sich demnach 
in der oberen H&lfte der auf 2»4-i Elemente bezCtglicheu Tafel, nnd 
mnss selbst < 2" sein, d. h. dyadisch in der n-f-1 ten Stelle yon 
rechts eine haben (desgl. in jeder noch weiter links befindlichen 
Stelle) in Bestätigung dessen, was die Regel hiefQr ergibt. 

Haben nnn a nnd ß abermals gleichviel Ziffern, so Iftsst sich 
dasselbe Verfahren der Bednction noch weiter anwenden, nnd er- 
geben sich Nnllen auch in den folgenden Stellen des dyadisch dar- 
gestellten „Prodactes^^ in fortgesetzter Bestätigung der 
Regel bis zu derjenigen Stelle hin, wo gleichstelligo Ziffern von a 
nnd ß also auch von a nnd b nicht flbereinstimmten. Eine solche 
Stelle muss sich dem von links nach rechts Fortschreitenden einmal 
darbieten, da nach der Annahme a und b nicht durchaus flberein- 
stimmen konnten. Für diese Stelle tritt dann die Ueberlegang des 
folgenden Falles ein. 

Zweiter Fall, a hat n-)-!) ^ ftber weniger dyadische Ziffern. 
So beginnt a wieder an der n-f-1 ten Stelle von rechts mit 1, 6 aber 
hat an dieser Stelle noch eine 0, welche allerdings als eine den 
werthabenden Ziffern seiner dyadischen Darstellung vorangehende 
nicht geschrieben zu werden pflegt. Dann gehört das „Product" 
« = ae& der zweiten Hälfte der auf 2**'*-^ Elemente bezaglichen Tafel 
an, d. h. es ist selber [> 2" und beginnt seine dyadische Darstellung 
an der n-f-lten Stelle von rechts mit einer 1, in Bestätigung 
dessen, was fQr diese Stelle die Regel liefert Nach Cq folgt aber, 
dass dann 6 — a;oa ist, wo nun x und a (wie im vorigen Falle a 
und b) zwischen 2» nnd 2****-^ liegen, weshalb denn dieses „Producf' 
sich reduciren lässt zu 6 -» (« — 2^)<:>{a — 2^). Daraus aber folgt 
wiederum nach Cqi 

•— 2»»— (a — 2").ft 

nnd dies lässt erkennen, dass nunmehr die folgenden Ziffern der 
dyadischen Systemzahl aob aus den folgenden Ziffern von a und b 
sich in derselben Weise weiter ergeben werden, entweder nach dem 
Verfahren des ersten, oder nach dem des zweiten Falles, immer 
aber in Bestätigung der angegebenen Regel. 

Um die Definition der Function Ober alle ganzen Zahlen auszu- 
dehnen, könnte man so verfahren: man schreibe, m positiv ganz ge- 
dacht, am statt m, ffthre den Bezeichnungswechsel ein: 



«2» — ß-k-M % «Un-l-l = ß- 



9^i 



Schröder: Üeber Algorithmen und Caleutn, 257 

WO n deigl. eine nattrliche Zahl ist Endlich tdr ßm , wo jetzt m 
beliebig (positiv oder negativ) ganz ist, schreibe man wieder m; so 
ist die Function (wenn dies sowol bei den Argument- wie bei den 
Fnnetionswerten durchweg ausgeführt ist) auch ftr negative ganze 
Argumente explidrt 

Doch werden sich nachher bessere Methoden für eine derartige 
Alisdehnung diu'bieten. 



S 9. L5s«ng von ü^ für das (continuirllehe) Gebiet der eomplexen 

Zahlen. 

Wir haben im Vorigen eine Lösung des Algorithmus Uq gefun- 
den innerhalb des Gebietes der natQrlichen Zahlen, welches — im 
Sinne Georg Cantor's — eine Mannigfaltigkeit erster Classe 
bildet. Es ist jedoch leicht, die Iiösung auch fQr eine Mannigfaltig- 
keit zweiter Classe, ein continuirliches Zahlengebiet .herzustellen. 

Um dies zun&chst fQr das Gebiet der reellen positiven Zahlen zu 
ton, denken wir uns diese s&mtlich in Form von dyadischen System- 
brflcben dargestellt FOr die Zahlen der Form 

brechen die Systembrüche ab, fOr die Obrigen Rationalzahlen sind sie 
unendliche periodische, für die Irrationalzahlen unendliche unperio- 
dische. 

Um aob zu finden, schreibe man die Systembrfiche für a und b 
mit dem Komma untereinander und ziehe die gleichstelligen Ziffern 
nach der Vorschrift des Einmaleinses: 

O-OoO — lol 

1— Ool=loO 

(sie symbolisch multiplicirend) zusammen, d. h. man wende die Regel 
des vorigen Paragraphen auch auf die Stellen hinter dem Komma 
an. Auf diese Weise wird die Function a e&, wenn für sie auch 
kein analytischer Ausdruck vorliegt doch fOr das positive Zahlen- 
gebiet wol definirt sein. 

Dass sie die Gesetze l^o erfüllt, ist am schnellsten so zu sehen. 

Wegen Ooi . loQ gilt Commutativitftt C^; Gleichheit oder Un- 
gleichheit zweier Ziffern ist in der Tat unabhängig von deren Rei- 
henfolge. 

▲reh. i. lUtb. «. PkT«. 2. Seiht, T. V. 17 
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Die Reihenfolge aller Operationsglieder ist beliebig, und können Sam- 
manden, wie Factoren, auch als solche Ober das Gleichheitszeichen 
hinübergeschafift werden (ohne Zeichenänderang bei jenen nnd ohne 
dass diese in Nenner zu verwandeln waren). Aach die Aufeinander, 
folge der Operationen steht in unserm Belieben: man kann irgend 
ein vorkommendes Additionszeichen mit einem speciellen Mnltipli- 
caüonszeichen vertauschen I 

Erledigen wir noch das Problem der Auflösung irgend einer 
Gleichung nach einer Unbekannten in diesem Calcul. 

Da bei unsror Abbildung die Null sich selbst entsprach, mosste 
die Formel a-f-0 «- a sich erhalten. Man kann darnach die rechte 
Seite einer Gleichung auch hier auf bringen, indem man diese ihr 
erst zufQgt und dann die ttbrigen Terme nach links wirft. Bei der 
nach X aufzulösenden Gleichung bringen wir, nachdem alle Klammem 
fortgelassen sind, die Terme, die x enthalten, nach links, die andern 
nach rechts (sofeme solches Transponiren nicht durch das Nachfol- 
gende schon entbehrlich gemacht wird). Wegen abb « a (vergl. ü^) 
lässt sich bewirken, dass kein Term mehr als einen Factor x ent- 
hält, desgl. nach dem Satze a-|-^'4~^ *^ ^ ^^^^ ^^^^ Term mehr als 
einmal vorkommt. Die Gleichung hat also die Form einer solchen 

ersten Grades: 

ax'\-bx'\-ex'\' , . . «- ifc 

WO die Goeffidenten links durchweg verschieden sind. Nun ist nach 
Jq etc.: 

ax'\-bx -=" (ax'\-b)x = {b'{-(ix)x ■— b-^-axx = 5-f-a ■=■ «-j-*» 

was nach rechts zu werfen ist Es wird also bei irgend zwei Gliedern 
links das x herausfallen, und die Gleichung nur auflösbar sein, wenn 
sie X eine ungerade Anzahl mal als Operationsglied enthielt Dann 
aber kommen wir zuletzt auf mx = n^ woraus sich « — mn bestimmt 



S 12. Allgemeine Stttse« 

In Analogie zu den Betrachtungen des § 9 ist leicht zu beweisen : 

Wenn die Functionalgleichungon eines Algorithmus 
eine Lösung besitzen innerhalb eines begrenzten Zahlen- 
gebietes von discreten Elementen, so gibt es auch un- 
endlich viele Lösungen, welche sie im ganzen Gebiet 
der complexen Zahlen befriedigen. 

Um solche zu gewinnen, bezeichne man die Zahlen des begrenz- 
ten und discreten Gebietes als „Ziffern'^ mit 0, 1, 2, ... n — 1, indem 
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mio eventnell für die Zahlen Aber 9 einfache Zeichen einführt, wie 
ff flir zehn, ß für eilf, f für zwölf, und so weiter. 

Fflr die den Formeln A eines Algorithmus genflgende Function 
aob ist dann, laut Voraussetzung eine tabellarische Darstellung be- 
kannt, welche die Form eines symbolischen Einmaleinses besitzt, 
woraus also ein jedes „Product^^ (desgl. jeder „Quoticnt^^) zweier 
,yZiffem^ sich entnehmen lässt 

Es kommt nun lediglich darauf an, jene Lösung auf das Ge- 
biet der reellen Zahlen auszudehnen; denn ist dies nur auf eine 
Weise vollbracht, so erhalten wir daraus durch jede gegenseitig ein- 
dentige Abbildung der reellen Zahlenlinie in sich selbst (cf. § 9) eine 
neae Lösung für ebendieses Zahlengebiet, und aus jeder von diesen 
(nach dortiger Methode) auch eine eigene Lösung für das complexe 
Gebiet. 

Zu jenem Zwecke denke man sich alle reellen Zahlen 
0,5 als System brüche dargestellt in einem Zahlensystem 
Ton der Basis n, in welchem also n — 1 » v der Neun des deka- 
dischen Systems entspricht 

Das weitere gestaltet sich nun verschieden einfach, je nach dem 
„Zahlenkörper'', welchen in Hinsicht auf unsre symbolische Mul- 
tiptication die beiden „Ziffern'' und v bestimmen, sozusagen aus 
dem Zahlengebiet der n „Ziffern" herausschneiden. 

Verknüpft man nämlich und v mit sich selbst und miteinander 
in jeglicher Reihenfolge, so gelangt man eventuell zu neuen „Ziffern" 
als „Producf'werten, und wenn man diese ebenso mit sich selbst 
nnter sich und mit den früheren verknüpft, zu wieder neuen Werten, 
nnd so fort. Es kann sein, dass man auf diese Weise jede „Ziffer" 
des ursprünglichen Gebietes bis n — 1 » v zu erreichen vermag. 
Es kann aber auch sein, dass der Process schon vorher abschliesst, 
man n&mlich zu einer Gruppe von m<^n „Ziffern" aus diesem Ge- 
biete gelangt, derart, dass durch Verknüpfung irgend welcher von 
ihnen nie ein „Producfwert erhalten werden kann, welcher dieser 
Gruppe nicht bereits angehörte. 

Diese Gruppe wird dann der durch die An&ngselemente (hier 
und v) bestimmte „Zahlenkörper" zu nennen sein. 

Der einfachste Fall ist der, wo der Körper schon mit diesen 
zwei „Ziffern" abschliesst, d. h. Beziehungen bestehen von der Gattung 
der Tafel 1^^)*: 

oder aber und v vertauscht. 

Anlu in lUÜL m. Pkyi. 2. BeUie. T. V. 18 
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Dieser Fall ist auch der günstigste, in welchem es keiner 
vorgängigen Abbildung der Zahlenlinie bedarf, sondern nach Erlass 
der Yorschrift, dass, wenn a» — a negativ sein sollte, man 
dafflr die„£rgänznng^S das „arithmetische Complement^ 

n" — a — io*— 0, 

welches mit ... vvv beginnen wird, zn schreiben habe, nun ohne 
weiteres definirt werden kann: 

aob solle diejenige Systemzahl bedeuten, welche er- 
halten wird dadurch, dass man die gleichstelligen Zif- 
fern** der Systemzahlen a und b — in der hierdurch be- 
stimmten Ordnung^ — symbolisch multiplicirend ver- 
knüpft nach der Vorschrift des gegebenen Einmaloinses. 

Alsdann wird nämlich jedes , J^roduct** entweder mit . . . 000 oder 

mit . . . vvv von links aus dem Unendlichen her beginnen, nnd daher 
dem Gebiete der positiven oder negativen Zahlen von selbst angehören- 

Bestimmen jedoch und v einen Zahlenkörper von m Elementen: 

«i(— 0), «,, Os, ... «••(— v), welche — 2 < m ^ n gedacht — 

beliebig aus dem Gebiet der n Elemente 0, 1, ... « — 1 heraus- 
gehoben sein können, eventuell auch mit letzterem ganz zusamm«i£Bdlen , 
so würde man auf diesem Wege auch uninterpretable Zahlen als 
„Product'^werte erhalten, die z. B. mit unendlich vielen Einem, resp. 
Zweiem oder Dreiern, nämlich mit 



...otaiOt, resp. ...aso^as, etc. bis , . . om-iom-iom-i 
beginnen. 

Deshalb ist es nötig, alsdann der obigen Definition von aob erat 
eine Abbildung der Zahlenlinie vorangehen zu lassen. 

Man teile diese willkürlich in m Intervalle, indem man sie z. 
B. schneidet mit den nach den Ecken gezogenen Radien (Durch- 
messern) eines regelmässigen 2m Ecks in der Zahlenebene. Die 
reellen Zahlen entsprechen dann eindeutig den Doppelstrahlen des 
zum Mittelpunkt des 2m Ecks gehörigen Strahlbüschels. 

Jene Radien mögen an den Stellen ^b^ <C ^ <I * • • <C >^ ^* 

schneiden, so wird ein von xx bis xx+i sich bewegender Doppelstrahl 

einen Winkel ^ mit seiner Anfangslage einschliessen, welcher hiebei 

TS m^ 

ron bis - wächst, und die Function y -» tg -q- wird die Zahlen 

t von xm bis xui-i eineindeutig abbilden durch die positiven Zahlen 
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loa bis 4" OD. Dies gilt aach fOr den von xm bis nach -f"^» ^^^^ 
Too — OD bis Xi gehenden Doppelstrahl, wobei diese beiden Teile der 
ZaUenlinie zusammen nur als eines der gedachten m Intervalle an- 
zasehen sind. 

Ziblen ?rir die Intervalle mit einem beliebigen beginnend im 
Bioge heram, so können wir nnn den in das erste Intcrv&U fallenden 
Werten des x eineindeatig zuordnen alle denkbaren positiven, selbst- 
verständlich also mit . . . 000 von links her beginnenden Zahlen y, 
den X im zweiten Intervalle wiederum ebendiese, in denen wir aber 
b^nfs Unterscheidung von denen des vorigen Intervalls die links 
von unendlich entfernter Stelle her ihren werthabenden Ziffern vor- 
tagehenden Nullen sämtlich ersetzt denken durch „Ziffern^ a^, z. B. 
durch lauter Einser, beim nächsten Intervall durch lauter a^'s, eventuell 
Zweier, und so fort, beim letzten Intervall durch lauter otm. 

Auf diese Weise wird hingebracht, dass das nach der alten 
Yorachrift gebildete „Product'^ ao 6 nie mehr undeutig wird, sondern 
stets einem bestimmten der m Intervalle der reellen Zahlenlinie ans 
gehört, indem in den „vorgängigen Ziffern^' der Factoren imme- 
nnr Werte zusammentreffen, welche selbst und deren „Producte^' also 
ebenfalls dem Zahlenkörper der m Elemente angehören. 

Die eindeutige ümkehrbarkeit sowie die formalen Eigenschaften 
abertragen sich nunmehr in der frtkheren Weise von den „Ziffern^' 
an jeder Stelle auf die Zahlen selbst, welche sie zusammensetzen — 
eine Bemerkung auf Grund deren also die verlangte Ausdehnung der 
Lösung von dem begrenzt discreten auf das ganze reelle Zahlen- 
gebiet geleistet sein wird. — 

Es war bei dem. angegebenen Verfahren — den vorausgeschickten 
günstigsten Fall ausgenommen — offenbar unwesentlich, dass v gerade 
die „Ziffer^^ n— 1 bedeutete; man durfte vielmehr darunter auch 
irgend eine von verschiedene „Ziffer^^ von vornherein verstehen. 

Bdm Passiren der Orenzpunkte zwischen zwei successiven Inter- 
vallen seitens eines der „Factoren^' werden sich verschiedene Grenz- 
werte des aob von der einen und von der andern Seite ergeben, und 
wird man einen von diesen beiden als den eigentlichen Functionswert 
an der Grenzstelle zu erklären haben. Dies stört weiter nicht, da 
die erhaltene Function a^b ohnehin im reellen sowol als complexen 
Gebiete fiberall (dicht) unstetig sein muss — auf Grund des 

Umstandes, dass 1,0000 . . . und O^vvvv ... bei der YerknQpfhng ver- 
schiedene Resultate liefert — wenngleich diese Function integrabel 
•ein wird. 

18* 
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Ferner ist die gewählte Art der Teilung der reellen Zahlenlinie 
und die specielle Weise der Zuordnung der Punkte eines jeden ihrer 
Intervalle zu den positiven Zahlen, für die wir nns behufs Fixirung 
der Vorstellungen entschieden hatten, dabei ganz nebensächlich: man 
kann ein jedes Intervall auf irgend eine Weise durch die positiven 
Zahlen eineindeutig abbilden, wofern man nur die Intervalle selbst 
auf die geschilderte Art vermittelst der „vorgängigen Ziffern'^ unter- 
scheidet. 

Fflr die so ezplicirte Function würde, falls gemäss § 5. sie Og 
genflgt, leicht zu zeigen sein, dass irgend zwei Zahlen immer einen 
„Zahlenkörper^^ bestimmen mflssen von höchstens n* Werten. 

Endlich liegt auf der Hand, wie das Verfahren zu fibertragen 
ist auf die Ausdehnung einer Lösung von solchen Functionalglei- 
chungen, welche einen Calcul constituiren, von einem begrenzt 
discreten auf das continuirliche Zahlengebiet 

Wenn z. B. die Formeln des Caiculs sich beziehen auf zwei 
Functionen a(-f-)& und ao5, für welche bereits eine tabellarische 
Darstellung innerhalb des begrenzten discreten Zahlengebietes aas -n 
Elementen 0, 1. ... n— 1 bekannt ist in Gestalt eines Einsundeinses 
sowie eines Einmaleinses, so wird die damit gegebene specielle 
„Lösung (der Functionalgleichungen) des Caiculs'* sich sofort in 
der angegebenen Weise auf das ganze complexe Gebiet übertragen 
lassen, sobald nur die beiden Tafeln einen Zahlenkörpor 
von mindestens zwei Elementen gemein haben, d. h., wofern es 
nur unter den n Elementen zweie gibt, welche durch „Addition^ 
weiter verknüpft mit demselben Zahlenkörper abschliessen , wie 
wenn sie durch „Multiplication*' weiter verknüpft werden. 

Unter den Elementen des Gebiets kann man ja irgend eine Vor- 
tauschung — durchgängig in beiden Tafeln vornehmen, ohne dass 
dieselben deshalb aufhören, eine „Lösung des Calculs^^ vorzustellen, 
und so kann man, falls es nicht von vornherein der Fall gewesen 
sein sollte, immer hinbringen, dass insbesondere die jenem Körper 
angehört. 

Sehlussbetrachtung. 
Aus dem Bisherigen ist folgendes ersichtlich. 

Die hier in ihren ersten Anfängen betrachtete allgemeine Theorie 
der Verknüpfung, welche auch die Theorie der Functional- 
gleichungen unter sich begreift, eröffnet — unter anderm, und 
u)ierwarteter Weise — einen Eingang in das bisher von der Mathe- 
matik vernachlässigte Studium der überall unstetigen Func- 

n e n {beliebig vieler Variabein). 
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£s zeigt sich, dass solche FanctioneD, nicht minder wie die im 
iflgemeinen stetigen , einen grossen Reichtum formaler Eigenschalten 
bedtzen, zahlreiche Gesetze einer Buchstabenrechnung allgemein er- 
ftDen können — ja, es scheint, als ob in einigen Fällen der Vorzug 
dar Stetigkeit nur durch Aufgeben eines Teils der formalen Eigen- 
Kbaften erkauft werden könne. Ich möchte diese, wie erkannt, sich 
zsem und am leichtesten darbietenden unstetigen Lösungen der 
FsBctionalgleichungen mit der Holle der Nuss vergleichen, welche 
tls Kern die stetigen Lösungen birgt. 

Sollte die Betrachtung jener unstetigen Functionen fOr die an- 
gewandte Mathematik auch ohne directen Nutzen bleiben, so dflrfte 
sie doch in verschiedener Hinsicht beitragen, die Begriffe der Mathe- 
Ditik Oberhaupt zu läutern. 

Die Existenz von Lösungen der gedachten Art, welche Oberall 
unstetig, doch integrabel sind, ist fOr das gesamte complexe 
Zahlengebiet meist schon verborgt, wenn man nur fOr ein be- 
grenztes Zahlengebiet aus discreten Elementen eine 
Lösung des Calculs (in Gestalt eines Systems von Functionstafeln) 
gefunden hat 

Jedoch genOgen schon die Lösungen der letzteren Art, um die 
Mö^ichkeit (Existenz) des Calculs, die Verträglichkeit seiner Func- 
tionalgleichungen miteinander, darzutun. 

Desgleichen genOgen solche begrenzt discreten Lösungen, um die 
Gliederung der Functionalgleichungen oder Formeln des Calculs in 
coordinirte oder (eine der andern) Obergeordnete Gruppen von äqui- 
valenten Formeln bewerkstelligen zu helfen, nämlich solche Gruppen 
hinsichtlich ihrer Consequenzen innerhalb eines bestimmten Formel- 
gebiets zu limitiren: Wird von einer Lösung eine Formelgmppe 
A erfollt, eine andere B aber nicht erfollt, so kann B nicht aus A 
folgen. 

Ist durch solche elementaren Mittel ein Ueberblick Ober die 
möglichen Algorithmen oder auch Caiculn und deren „Stroctor^, 
(Gliederung in untergeordnete) gewonnen, so kann man darauf aus- 
gehen, auch stetige Lösungen derselben aufnisucben« 

Idi habe fOr sämtliche von mir untersnehten Algorithmen za- 
Bächst die Lösungen au^esiicht, wekbe im Gdrfet der bilinear 
gebrochenen Functionen exiitiren, also,' düs die sjrmboUsdieD 
Factoren oder Argumente o, b ndt dcM „Prodoct^ 

e — aob — /(o, b) 
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eine trilineare Relation eingehen, und schon in diesem 8pe<ä- 
eilen Teil des Gebietes der stetigen Functionen Hess sich nachwei- 
sen, dass in der grossen Mehrzahl der Fälle solche Lösungen Tor- 
handen sind. [Allerdings ist bei diesen die eindeutige Umkehrbar- 
keit, und, wo die Form ^ auftritt, auch die Eindeutigkeit mit singa- 
lären Ausnahmen behaftet]. 

Neben diesem Berührungspunkte unsrer Untersuchungen mit der 
Theorie der trilinearen Functionen sei noch auf deren Ber&hrung 
mit ein paar andern Gebieten aufmerksam gemacht, nftmlich einer- 
seits auf den Zusammenhang mit der Theorie der Substitutionen — 
welcher ja in dem vorhergehenden Aufsatz schon genügend zu Tage 
tritt — und andrerseits endlich den mit Herrn Walter Dyck's 
Untersuchungen über Hiemann'sche Flächen: 

Man kann mit den „Ziffern^^ 1 bis n die Blätter einer n-blättrigen 
Riemann'schen Fläche numerirt denken. Schreibt man dann jede 
2ieile einer Functionstafel, wie z. B.: 

1 - lol - 2o2 - 3o4 - 4o3 = 5o6 — 6o7 = 7o8 - 8o6 

abkürzend in: 

1 « 1, 2, 34, 5678 

nach der aus diesem Paradigma ersichtlichen Weise um, und lässt 
die Functionswerte linkerhand ebensoviel verschiedene Punkte der 
n-blättrigen Fläche vorstellen, so werden die „Binge^^ oder „Cyklen, 
1, resp. 2, resp. 34 und 5678 rechterhand ausdrücken, auf welche 
Weise die n Blätter an den als Yerzweigungspunkte gedachten Stellen 
in einander übergehen — die angeführte Zeile nämlich aussagen, 
dass an der Stelle 1 das erste Blatt nur in sich selbst, desgleichen 
auch das zweite Blatt in kein anderes übergeht, dagegen Blatt 3 um 
den Punkt 1 herum in 4 und 4 in 3 einmündet, endlich Blatt 5 in 
6, dieses in 7, 7 in 8 und 8 in 5 daselbst übergeht, und so weiter 
für die (hier nicht angegebenen) folgenden Zeilen der gedachten 
Tafel. 

Darnach wird denn eine jede unsrer Functionstafeln einer be- 
stimmten Yerzweigungsmöglichkeit entsprechen. 

Allerdings schliessen sich hier die längs der Ufer der Verzwei- 
gungsschnitte auszuführenden „Umgänge^' im allgemeinen nicht, 
wie es bei den algebraischen Functionen wenigstens der Fall 
sein muss und auch wol bei den von Herrn W. Dyck untersuchten 
Yerzweigungsmöglichkeiten durchweg der Fall ist 

Karlsruhe in Baden, im Januar 1887. 
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Exacte Trennung der reellen Wurzeln 
numerischer algebraischen und transcendenten 

Gleichungen« 

Von 

Alfred Siebel. 



Vorwort. 

Die Trennmig der reellen Wurzeln nameriscber Gleichungen mit 
eiser Unbekannten ist eines der interessantesten und zugleich wich- 
tigsten Probleme der Theorie und Auflösung der Gleichungen. 

Ist die Trennung einer reellen Wurzel bewirkt, d. h. hat man 
dieselbe zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, innerhalb welcher nur 
diese eine Wurzel liegt, so kann man sie nach den bekannten Nähe- 
rungsmethoden bis zu einem beliebig vorgeschriebenen Grade der 
Genauigkeit mit Leichtigkeit berechnen, und zwar ist fftr die alge- 
hnischen Gleichungen die Horner'sche Methode, (Philosophical 
^nsactions, 1819), fftr die transcendenten Gleichungen die Fou- 
fier'sche Näherungsmethode (Fonrier, Analyse des 6quations 
d^temüntos, Livre 11) besonders hervorzuheben. Beide Verfahren 
lind im Grunde Yerbesserungen der Approzimationsmethode 
▼on Euler. 

Sie sind in den bekannten Lehrbflchem ansfohrlich behandelt 

Weniger vollkommen ist das bedeutend schwierigere Problem 
der Trennung gelöst worden und mit diesem wollen wir uns in 
to vorliegenden Abhandlung beschäftigen. 



Zunächst betrachten wir in den §§1—8. die wichtigsten der 
bekannten Methoden, die von Fourier, Budan, Sturm und 
litgrange in ihren Hauptzflgen, wobei wir uns einige der wesent- 
Hdiiten Mängel ins Gedächtniss zurfickrufen. 



J 
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In §4. giebt der Verfasser Verb essernngen der Lagrange- 
schen Methode, wodurch diese auch auf transcendente Gleichnngen 
anwendbar gemacht wird, und geht sodann zur Behandlung von 
Trennungsmethoden über, welche im wesentlichen aus den 
Artikeln I— VIP) seiner Untersuchungen Aber algebraische 
Gleichungen, Orunert Archiv, Teil 56, 57, 57, 58, 60—65 
hervorgehen oder sich daraus ableiten lassen. 

Während aber dort Kriterien auf elementar-geometrischem Wege 
gefunden werden, leitet der Verfasser diese hier kürzer analytisch 
ab, in einer Weise, welche das Problem der Trennung von einem 
allgemeineren Gesichtspunkt aus erscheinen lässt. — Bei der Be- 
arbeitung der Methoden und der Ausdehnung auf transcendente Glei- 
chungen war der Verfasser besonders bestrebt, jene praktisch brauch- 
barer und die Darstellung flbersichtlich zu machen. Wir verweisen 
den geneigten Leser insbesondere auf die Anleitung zur Trennung in 
§ 23. und die Zahlenbeispiele in den §§ 24—28. 

Diese Methoden möchten, namentlich in Verbindung mit dem 
Fourier'schen Theorem (§ 1.), im allgemeinen den bekannten vorzu- 
ziehen sein. 

Dasseldorf; dL Dezbr. 1885. 

DerVerfasser. 
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L lieber die wichtigsten bekannten Methoden. 

§ 1. Die Methoden von Fourier und Budan. 

§ 2. Die Methode von Sturm. 

§ 3. Die Methoden "von Lagrange und Cauchy. 

§ 4. Verbesserung der Lagrange'schen Methode und Erwei- 
terung auf transcendente Gleichungen. (Versuch, die- 
selbe praktisch brauchbar zu machen). 

IL Gemeinsame Grundlagen für die Methoden des Ver- 
fassers. 

§ 5. Trennungsprincip. 

Intervalle {xt\ (tx) mit höchstens Einer Wurzel, 
X gegeben, t gesucht 
VorzQge der Methoden. 



l) Artikel Vm entbilt die Tramang (und Berechnung) der complezen 
Wuneln algebraiicher Gleichungen. 
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S 6. Allgemeinste Fonnel zwischen x and t: 

H(m, — 0. 
Fnndamentalsätze znr Trennung (§ 6. V). 

f 7. I. Besondere Form von H{xt): 

H(xt) = (t--x)F'(t)^F(t) + G(x), 
wo 

(?(«)- F(aj)-*/(x), 

F^(x) > 0, (?'(«) > in einem Intervalle (ee'). 

IL Geometrische Bedeutung. 

1) Constmction der Wurzeln von' f(x) = als Ab- 
scissen der Durchschnitte zweier in der Richtung 
der positiven y-Axe convexen Cnrven^): 

2) < » Abscisse des Berfthmngspnnktes der einen 
oder andern Tangente, die vom Punkte mit den 
Coordinaten «, 0(x) an die Curve y — F(x) ge- 
zogen werden kann. 

m. Andere Ableitung von H(xt) ad I. 

ffl. Fall I:iF(x)^g^+Ax+Bj 

als Basis fttr die Trennungsmethoden I, 1% P, 
S 8. Gemeinsame Formeln für diese Methoden. 
f. 9 Hfllfskriterien zu Methode I» und P. 

IV. Fall II: Jt«)— («-c+a)^ wo <?<«; a>0; r-3, 4... 
als Basis fOr die Trennungsmethode IL 

$. 10. Orundformeln fOr Methode II '). 

Einführung der Hülftgrösse: » = *-'C+a 
und der Function: q>(8) =s (r— ly— r»«'-i+l. 

§ 11. Ueber ip(z) und log (p{z). 



ErflUlung der Bedingung: q>(») ^ Q*) 



1) Ueber die EigemchAften eines Systems zweier convexen Carren siehe 
des Veif. Unters, üb. algebr. Gig. in Gninert Archiv Teil LVn 8* 74 s. f. 
«) Unters, a. a. 0. Teü LVn 8. 351, 852.. 
») Kiherei Unters, a. a. O. Teü LX 8. 147 s. L 
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V. Fall III: F{x) — ««(»-«), wo c < x, > 0, 
als Basis für die Trennaogsmethode HI. 

§ 12. Grandfonnel fftr Methode HI >). 

Einführung der Hülfiigrösse: « -» a(t— «) 

und der Function : 9(«) =1 -)-(«* 1)^* 

§ 13. lieber q^n) und log (9«). 

ErfUliing der Bedingung: ip{z) „ Q. 

VI. Besondere Behandlung der Fälle II und IIL 



§ 14. Berechnung von k mittelst ^/^(fl;)(obere,unterea 
von /"(x) in Bezug auf {ee')). 

§ 15. k ausgedrückt durch ^/^(«). 
§ 16. ib als Function des Parameters a: 

wo 9 abhängig von a, « -» r— p ad Fall n 

«=-!> 91 99 m. 
§ 17. T=: i^x als Function von » fOr den Fall: 

ez=zx^ 9^ constant 
§ 18. Grösster Wert von r = «— «, 

wenn « = c, a variabel '). 
§ 19. Zwekmässige Wahl von o. 
S§ 20. 21. HOlfswerte s^p '). 
§ 22. Intervalle {x\i)^ {ix) ohne Wurzeln, 

X g^eben, t gesucht 
(Geometrische Betrachtung zu § 4.). 

Vn. Anleitung zur Trennung. 

§ 23. Zusammenfassung der Hauptresnltate] in die Methoden 
I, 1% P; II; IIL 

§ 24. Algebraische Beispiele zu den Methoden I, 1% P. 

§ 26. Transcendente Beispiele hierzu. 



1) Unten, a. a. 0. T. LXV 8. 89S. 
8) Unters, a. a. 0. T. LXV 8. 401. 
S) Unten, a. a. 0, T. LX 8. 145, T. LXV a 405. 



f 26. A)g«bndBche Boispiele zu Methode II >). 
I 37. Algebraische Beispiele zu Uethode III *). 
f 28. TrftDBcendente Beispiele in Methode III. 
Tabelle zu Methode III. Aber log(9«) (b- S 13-) 
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Heber die wlehtlKsten bekannteB Methoden. 

S 1- 

Die Methode von Fourier und Budan. 

Ist f(x) eine algebraische oder transcendente Fnnctioii, bildet 
au dl« Beihe der ,^bgeleitetea" Fnoctionen: 

/n«), f^K') ... r(') ... /'(*), A«), 

denkt sich x als Absdsse stetig wachsend von einem An&ngswert 
a bis ZD flinem Endwert bC> «), zwischen welchen Grenzen 

■ein Torzeichen nicht Sndem soll, so können in der obigen Reihe 
QDT ao solchoQ Stellen Zeichenwechsel verloren gehen (gewonoen 
«erden keine), fOr welche ein« der Fnnctionen ntdl wird. 

£iD Z^chenwechsel-Verlost findet wirklich statt beim Dnrchgang 
Ton X dnrch: 

i> einen i-fikchen Wnrzelpunkt TOn /(x), d. h. wenn 

/*-"w=o.../'w=o, m=o 

3) einen solchen dner mittleren Function /'(>), d. h. wenn 
/r+(-i(,)=o .../'+' 0=0, f'(') = 0; 
vtd zwar geben verloren: 
ad 1) t Zeichen Wechsel, 
ad 2) falls a) i paar : i Wechsel, 

„ b) % nnpaar ist: i±,l Wechsel, 



1) Vargl. unten, s. a. 0. T, LXTm B. 13» i. 1 

2) TergL Dnlen. ■. s. O. T. IXV 8. 40« «. f. 
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je Dachdem die letztere Fanctionsreihe in der obigen Reihe: /**(')... 
• • /"(*)i /C^) zwischen Gliedern 

a) mit gleichen, 

ß) mit entgegenges. Vorzeichen fOr jenes ^ stehen, d. h. 

/r+.(,)^r-l(x)>0. 

Ad 2) geht also stets eine gerade Anzahl von Zeichenwechsehi 
verloren. 

Die Stelion, wo in der Reihe /^(x), /"»"H*) .•• /*) zwei oder 
mehr Wechsel verloren gehen, wollen wir ,Aa*itische'^ nennen. 

Fällt eine solche mit einer andern oder mit einer Wurzel von 
f(x r=0 zusammen, so hat man die entsprechenden, sich nach dem 
Vorstehenden ergebenden Zahlen zu addiren, um den Oesamtzeichen- 
wechselverlust zu erhalten, der an der Stelle x stattfindet 

Es folgt hieraus das Fourier'sche Theorem ^}: 

Bezeichnet TF(') die Anzahl der Wechsel der Reihe /**(x), 
/•»-H') .../(*)i 80 ist 

W{b) = W(a). 

Femer: Der Unterschied W(a) — W{b) ist entweder gleich der 
Anzahl Z der Wurzeln von f(x) = zwischen a und 6 oder gleich 
dieser vermehrt um eine gerade Zahl p, sodass 

Z= w(a) — W(b)'-p. 

Zwischen a und b liegen also höchstens so viele 
reelle Wurzeln als beim Uebergang von a nach b Zei- 
chenwechsel verlorengehen, d. h. höchstens W(a) — W{b)- 

Ist /(x) algebraisch, so sind zwischen a und b genau /> com- 
plexe, paarweise conjugirte Wurzeln „angezeigtes Dasselbe gilt Air 
jedes andere ausserhalb (ab) liegende Intervall (a| &^), und zwar, wenn 
wir hierfür pi die analoge Bedeutung wie p beilegen ^ besitzt die 
Gleichung weiter pi complexe Wurzeln. 



1) siehe II, 8te Amnerkong. 



numtriMeker Gkiekungen, 
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Die Fourier*8che Methode ^) beruht hauptsächlich auf der 
iBweodung der Torstehenden Satze, sowie auf dem Pourier'schen 
Kriterium: 

Ist zwischen zwei Zahlen a und &(> a) (im allgemeinen von den 
olr%en a und b verschieden) die 2te Derivirte der Function 



A«( 



wo r^ o\ d. i. 

f^^^(x)^ pos. oder negativ, 



desgleichen die a und b entsprechenden Functionswerte f^{a) und 
/*(*) beide positiv, bezüglich negativ, dagegen 

Z'+Mfl) < und r+Hb) > resp. > und < 
imd ansserdem 

— /^+Ma)"^7Hl(&) nicht <J-a, 

so wird /•'(x) fftr keinen reellen Wert von * zwischen a und b null. 

Ferner bedarf die Methode von Fourier in gewissen Fällen 
der Bestimmung des gross ten gemein schaftlichen Masses 
nicht allein zwischen f(x) und /"(*)> sondern auch zwischen mittleren 
Functionen /»(x) und ihren Derivirten /■•+H') (siehe weiter). 

Das Yerüahren, die Wurzel zu trennen, beruht darauf, dass man 
das lutervall {ab) so lange aufs ungewisse hin, durch blosses pro- 
biren in Partial-Intervalle zerlegt, bis die vorkommenden kritischen 
Stellen, bei denen in der Reihe /^(x), /"•-!(') • • • /(*) ^^^^ od«*" mehr 
Zeiehenwechsel verloren gehen, abgesondert sind, ihre Natur erkannt 
ist und den diese Stellen nicht enthaltenden Partialintervallen Zei- 
chenwechsel-Yerluste = oder = 1 entsprechen. 

Es sind dabei oft viele und unnütze Rechnungen 
nicht zu vermeiden. 

Die praktische Brauchbarkeit der Fourier'schen Methode 
richtet sich unter anderm darnach, ob kritische Stellen vorkommen 



1) Fonrier, Analyse des ^qaatioDS d^termin^cs pnbli^ par Kavtcr, Paria 
1831. und M. A. Stern: Ueber die Auflösung der transcendenten Oleichongcn 
in Crellc's Jonmal für die Math., Bd. XXII, Berlin IS41, in welcher Prei». 
Schrift (der Königl. Dänischen Gesellschaft der Wissenschaften r. Jahre 1837) 
der Verfasser nach Fouricr's Andeutungen, u. A. in dessen Expose •jnoptlqiie, 
weiter ansgefAhrt hat, wie die Fonrier'sche Methode auch auf transcendcate 
Gleichnngen anwendbar ist. 
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3) pm > Pi nnd c ^x 
Bestimme nach einander: 

r^PmO 2); 

a ^ der kleinsten der Wurzeln von 



WO 



_(?>'-'. 



Xp — 

;» mit Hülfe der Tabelle I. in Teil LX. dieses Archivs, wenn 
r < 7, sonst nach § 11. III.; schliesslich 

t wie oben. 

Siehe § 26., Beispiele. 

Trennnngsmethode III.: 

Wir berechnen t nach den Formeln des § 12. nnd verfahren im 
übrigen ähnlich wie bei Methode I. 

Man hat 

»>0, 

Znnächst bilden wir 

> 

II 

wie ad Methode II. 
Ist 

1) pm{=Pi) = 2, c ^a? 
so setze 



1) In Betreff der Wahl von u siebe die Anmerkung zu Methode IL 
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t 'X 



]/2f{x) 

y r(c) 



2) p« « Pi = p > 2, c = a? 
80 setze 

CpBBch §.19. üb) 2. 

3) p>2, c<,x 

80 wähle 

X — c 
t — X «= z . > 



'^''^=^A-^)'^^'^ 



4) pm > Pi und c ^ aj 

Berechne nacheinander: 

a ^ der grössten der Wurzeln von 

*Pi ^^ *Pt» ^i "■ *p« • • • *pi *^ *p,„ » 

WO 



ar mittelst der Tabelle (s. § 13. XU) ; 

< — aj « -' 
a 

Siehe die Beispiele in §. 27. und §. 28. 

§ 24. 

Algebraische Beispiele zu den Methoden I., /^., i*. 

L /•(«) - a^+ 31 2 a:« +23337«»- 14874 « + 2360 ») 

(nach Methode P). 



1) Die Theorie und AnflOfUDg der bOhern algebr. nnd der tranfcendenten 
QlelcbiiDgeii Ton Dr. C. H. Schnose. Branofchweig 1850. 

&• 816. 8. f. -» Die sa treoneoden Wnnceln sind: 

0,31666447 ... und 0,31666517 ... 



^ 
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flbersichtlicher gestalten und bequemer fftr die Aussprache, indem 
wir uns an eine frflher an^^tellte Abbildnng durch 2 Kegel- 
schnitte erinnern (S 2.). 

Die Geraden ßy gehen alle durch einen festen Punkt P, den Pol 
der Geraden MT in Bezug auf K. 

Da nun ihre Schnittpunkte Aber den festen Punkt M [»t>jicirt 
werden nach ß*y' auf Z', so gehen auch die Geraden ß'y* durch 
einen festen Punkt, den Bildpunkt P' von P, vermittelt 
durch den Punkt Jlf (§ 2.). 

FOr diesen Bildpunkt F' lässt sich eine besonders einfache Gon- 
struction angeben; indem wir nach den Vorschriften des § 2. die 
beiden Berührungspunkte der Tangenten von P aus an K projidren 
über M nach K\ 

Der eine Berahrpunkt auf Z, nämlich M selbst, liefert als Ver- 
bindungslinie mit M die Tangente an K in M\ diese Tangente PM 
treffe iT' zum zweitenmale in k\ dann entspricht k' dem Punkte M: 
ebenso zeigt man, dass dem Punkte k auf K als Bildpunkte aus K' 
der Punkt M entspricht. Demnach ist der Punkt P' der Schnitt- 
punkt der beiden Tangenten an iT' in den Punkten M und k\ 

Der Bildpunkt von P wird also, wenn M zur Herstellung der 
Abbildung vorwendet wird, erhalten durch den Schnittpunkt der vor- 
gegebenen Tangenten AIT an K' mit der Taugente an JT' in jenem 
Punkte k\ wo die Tangente an IT in Af den Kegelschnitt A' zum 
zweitenmale durchsetzt. 

Durch diesen Punkt P' gehen nun alle Geraden wie ß'y* — und 
man kann demnach der obigen Construction der zweiten Complex- 
geraden die folgende Fassung geben: „Zu jeder Geraden durch P 
gehört ihr Bild, vermittelt durch 3f, nämlich eine Gerade durch P*. 
Um die zweite Gomplcxgerade durch einen Punkt T der Tangente 
an IT' in Af zu finden, construire man die Polare von T in Bezug 
auf Kj sowie deren zugeordnete Gerade im StrahlbOschel P', welches 
mit dem StrahlbCkschel P projectivisch liegt, durch Vermittlung des 
Punktes Af (§ 2.). Wird der Schnittpunkt x der beiden so erhalte- 
nen Geraden mit T verbunden, so ist 7x die gesuchte zweite 
Complexgerade.^' 

AU die Punkte x liegen auf einem Kegelschnitte, von welchem 
7 Punkte angegeben werden können ; derselbe geht nämlich durch die 
ausser M vorhandenen 3 Schnittpunkte der Kegelschnitte KK* durch 
die Berahrpunkte h und h\ sowie durch P und F' selbst 





dtr Tkeon€ des TBtroBdraid'CompUsnt. S69 

Die Bewegung des Pnnktes » auf diesem Kegel- 
schnitte ist zu der Bewegung von T 9knf MT projecti- 
Tisch, denn entere wird gemessen durch die Bew^ung der (Ge- 
raden Px, der Polaren von T in Bezog auf K. 

Demnach sind die Complexgeraden Yerbindungs- 
geraden entsprechender Punkte von zwei projectivisch 
auf einander bezogenen Punktreihen erster und zweiter 
Ordnung, T und x. 

Rflckt der Punkt 7* nach Ä;, so fällt auch x nach h^ 
demnach sind in einem Schnittpunkte k der beiden 
Punktreihen entsprechende Elemente vereinigt 



§5. 

Dass nun von solchen Yerbindongsgeraden ein Strahlbttschel 
zweiter Ordnung gebildet wird, ist ein Satz der Geometrie der 
Ebene; er kann aber ebensowenig in der Ebene bewiesen werden, 
wie der Fundamentalsatz der Geometrie der Lage, dass „zu 3 vor- 
gegebenen Punkten einer Geraden immer nur ein fester vierter har- 
monischer Punkt durch Constmction eines vollständigen Vierecks sich 
einstent"^ 

Dieser soeben genannte Satz kann demnach von zweidimensio- 
nalen Wesen wol seiner Richtigkeit nach erkannt, aber nicht be- 
wiesen werden, wenn dieselben nicht den Schritt wagen durch Ab- 
straction in eine neue Dimension, die dritte, einzudringen und mit 
ihrer Hilfe sich den strengen Nachweis des Satzes zu erholen. 

Um den Satz von der Existenz eines einzigen vierten harmoni- 
schen Punktes abzuleiten, &sst man die ebene Figur von 2 voll- 
ständigen Vierecken, deren Gegenseitenpaare durch 2 feste vorge- 
gebene Punkte des Trag»« gehen, auf welchem letztere sich auch 
die Diagonalen schneiden, auf als Bild von 2 in verschiedenen 
Ebenen constmirten Figuren (welche Ebenen sich auf dem Träger 
schneiden). Mit Hilfe dieses einfachen Gedankens wird dieser ,,Fnn- 
damentalsatz^^ rasch und fibersichtlich bewiesen (v. Staudt, Geometrie 
der Lage, Bnd. L, Art. 88.). — 

Um den uns hier beschäftigenden Satz zu erweisen: 

„Snd eine Punktreihe erster Ordnung und ein Keg^schnitt k 
projectivisch aufdnaader bezogen, wobei in einem SehnÜtpankie der 
beiden Träger entsprechende Punkte vereinigt liegen, so bilden die 
Veri>iBdnngslinien ho»ok>gm' Pnnkte ein Strablbfisdiel zwdter Ord- 

AMk, a. Math. «. PkjB. S. BiiW, T. V. U 
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nnng^ Flg. 14.).« — bleibt uns nicht erspart die Figur Mi£ra£M8eB als 
eine rinmllche, indem wir nns den Kegelschnitt h TorsuteUen 
haben als in einer Ebene liegend, welche den Trftger g nicht enthält 

Wir erledigen dann den Nachweis onsres Satzes }m An- 
schlnss an die Betrachtungen , wie sie sich in Beye*s ,,Oeoinetrie 
der Lage, 2. Auflage** I. pag. 110—112 bei Besprechung dessdboi 
Gegenstandes finden. 

(Ist eine Regelschaar irgendwie vorgegeben, welche den 
Kegelschnitt k enthält, ist g eine Gerade der Regelschaar , so kann 
man dann immer 2 Punkte — auf ^ einerseits, auf k anderersdts 
— einander zuordnen, wenn sie auf derselben Geraden der einen 
Geradenschaar der Regelfläche liegen. Diese Zuordnung ist eine 
projectivische. 

Beweis. Es gehöre C zu C\ B zu B'^ m mi x\ Mit der Be- 
wegung you X auf ^ ist das Ebenenbflschel g{x') projectivisch, also 
der BOschel A in der Ebene von k, KBCy A*B'C' genOgen zur Her- 
stellung der projectiYischen Beziehung. — ). 



Nicht jede durch ^, CC\ B& gehende BegelsehMr, den« ea 
wegen der freien Wahl einer zweiten Raumgeraden durch A unend- 
lich viele gibt, wird durch den vorgegebenen Kegelschnitt k gehen. 
Aber: man kann eine R^^schaar angeben, welche sicher durch ^, 
CQ\ BB' und den Kegelschnitt geht Es ist die durdi projectivische 
Zuordnung der Punkte von g zu denen von k hergestellte, die Ver- 
bindungslinien homologer Punkte enthaltende Regelschaar (Rejre 
a. a. 0. p. 111). 

Jede Regelschaar erscheint dem Auge als Strahlbflschel zweiter 
Ordnung, denn sie wird ihm fibermittelt durch ein Ebenenbtlschel 
zweiter Ordnung. 

Construirt man demnach, wiederum in der Ebene der 
Figur, die Yerbindungsgeraden homologer Punkte der beiden Trä- 
ger, der Geraden g und des Kegelschnitts Ä;, so umhauen die- 
selben einen Kegelschnitt — sie sind ja die Projection auf 
die Zeichnungsebene (vom Auge aus) eines räumlichen Strahlenge- 
bildes, das — wir wiederholen ^ dem Auge fibermittelt wurde duroh 
einen Ebenenbflschel zweiter Ordnung. 

Die Frage nach der projectivischen Natur jener Curven, 
welche die Oomplexgeraden in einer Ebene umhflllen, ist demnach 
entschieden — nicht d i r e c t aus der allgemeinen Construction holten 
wir die Antwort, obwol uns dieselbe sofort die Curve als von der 
zweiten Classe erkennen Hess, sondern durch eine Weiterverfolgung 



jener Constniction in ganc bestimmter Riohtang wurde et uns er- 
möglicht die zn untersnchende Gnrve den durch fundamentale Er- 
zeugnngsweisen definirten „Kegelschnitten^^ zuzuweisen. — 

Nach Y. Staudt „Geometrie der Lage I., Art 2d3/' ist der Satz 
bekannt: „Schneiden sich zwei Gurren IL Ordnung in 4 Punkteui sa 
berflhren die acht Geraden , deren jede eine tou den beiden Curven 
in einem jener Punkte berührt, eine dritte Gurve II. Ordnung, [oder 
es schneiden sich vier in einem Punkte und die flbrigen in einem 
andern Punkte]^^ >). 

Za diesem Satze haben unsere Untersuchungen einen neuen Be- 
weis geliefert; denn jene 8 Geraden sind Complexgeraden, yergl. die 
Einleitung zu §. 4. 

Wir können das Ergebniss dieses Paragraphen zusammen fassen 
in den Worten: „In jeder Ebene, welche die vorgegebenen Flächen 
zweiter Ordnung in 2 Kegelschnitten KK' schneidet, umhQllen die 
Complexgeraden jenen Kegelschnitt, welcher bestimmt wird durch die 
in den 4 Schnittpunkten der Kegelschnitte möglichen 8 Tangenten 
an K und iT'"«). 



Abschnitt II. 
Die Slngularitltenlliche. 

§. 6. 

Nach der eingeklammerten Bemerkung in der im vorigen Para- 
graphen gegebenen Fassung des Satzes „vom Kegelschnitt der 8 Tan- 
genten'^ kann es bei besondrer Lage der Kegelschnitte KK' zu ein- 



1) Yergl. Salmon-Fledler. Kegeltobnitte Art. S&4 (4. Aufl.) pag. 5Sd* 

S) Handelt et eich dämm so viele andere Tangenten jenes Complexkegel- 
schnittea als möglich in finden, so nehme man die Punkte 2), durch welche je 9 
Complcxgerade gehen sollen, geradeia anf einem der beiden Kegelschnitte an 
s. B. auf JT (Fig. IS). Fflr diesen Fall ist die Constmction besonders einfach: 
man verschafit sich die Polare von 2) in Besag anf K'\ dieselbe schneidet JC 
in den Punkten B. Die Verbindnngsgeraden DB sind dann Complcxgerade, 
denn ABCD sind harmonisch. 

So einfach diese Constmction sämtlicher Tangenten an den Complex* 
kegelschnitt ist, so wire doch aus ihr — die ftbrigens für die Constmction der 
beiden Geraden durch einen beliebigen Punkt der Ebene noch einen weiten 
Schritt KU tun lisst «* die Natur der nmhfillten Cunre noch schwieriger tu 
erkennen, als nach unseren Methoden ; denn die Zuordnung der Punkte D und 
B ist eine siemlich rerwickelte. -^ 
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eine Bahn, die sich als Schnitt einer Engel mit einem Kegel 2. Ord- 
nung, dessen Spitze im Mittelpunkte der Engel liegt, docnmeDtirt, 
d. h. er beschreibt einen sphärisch^ Kegelschnit 

In welchem Falle dieser Eegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel ist, dies zu untersuchen, können wir nns deshalb ersparen^ 
weil die Geometrie auf der Engeloberfläche einen Unterschied zwischen 
sphärischer Ellipse, Hyperbel und Parabel nicht kennt (Hesse 
p. 51). — 

Zum Schlüsse noch eine kurze Bemerkung Ober die Zeit als 
Function des Ortes. 



Der Flächensatz 



CcÄ« ^>8in>-<i9 



ergiebt unter der Annahme 



oder 



a 
coa^saootg- —6 

9 



sin*- — 



die Zdt 



' i+l^^T 



wo 



-^7 



€Up 



ß^2b 
Mittelst der Substitution 

verwandelt sich 

o+/?cos9+cosV ^^ ■"*«*+2i5«»+(4«+2)i»+2p«+l 
Die 4 Wurzeln der reciproken Gleichung 

«*+2/l«»+(4«+2)««+2/»«+l = 
sind imaginär. Wir zerlegen drum 

;«*+2^s»+(4«+2)i«+2^s+l "^ (.-«,)«+^,« 



L 
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(Navier: Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung 4. Anfl. 
P* ^7 bis 255) und erhalten damit 

^-^[-f ^OK(»-«i)M-ft*)+ ^^-^^arctg -^ 

+ f log((«-«,)»+ft«)+^^^« arctg ^+con8t} 

Die Constanten üfj, ü^, JV^, JV„ oT], o,, /^i, /?s, const sind unschwer 
^ berechnen. 

Dass dieser Ausdruck noch der Umbildung bedarf, ist angen- 
^einlich. Ich hoffe gelegentlich hierauf zurückkommen zu können. 



d 
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XX 



TJeber den geometrischen Ort der Mittelpunkte 
von Kreisen, welche durch zwei Punkte gehen 

und eine Grerade treffen. 



Von 

Franz Schiffnsr 



Zwei Punkte A, B und eine Gerade G des Raumes liegen ent- 
weder in einer Ebene oder nicht Da im ersteren Falle die Hittel- 
punkte M aller Kreise, welche durch A und B gehen und G treffen, 
einer geraden Linie angehören, so wollen wir für die folgenden Unter* 
suchungen voraussetzen, durch A, B und G lasse sich keine Ebene 
legen. Eine Ebene, die A und B enthält und zur Greraden G pa- 
rallel ist, wird aber immer noch möglich sein; diese wollen wir als 
Ebene der x und » Coordinaten, den Halbirungspunkt O der Strecke 
AB^2m als Ursprung des Coordinatensystems, iü7 als s Achse 
wählen. Es ist dann A durch (0, 0, i»), B durch (0, 0, — m) und 
G durch (« « ax-|-5, y — e) bestimmt; ein beliebiger Punkt C der 
Geraden G habe die Coordinaten ar^ , y^ , «i, der Mittelpunkt M des 
durch A^ B und C gelegten Kreises die Coordinaten «, y, «. 

Der Punkt M muss, weil er von A und B gleiche Abstände 
hat, in der vy Ebene liegen; es ist deshalb immer « — 0. Wir 
haben jetzt noch zu berücksichtigen, dass MA oder MB = IfC, dass 
M ein Punkt der Ebene ABC^ und dass C ein Punkt der Geraden O 
sein soU, welche Bedingungen durch folgende Gleichungen auoge- 
drttckt erscheinen: 
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Eüminirt man daraas «i, ^i, «i, so ergiebt sich als Gieichnng 
des verlangten geometrischen Ortes der Pnnke M: 

Diese Gleichung 

F(x, y) = 

ist vom 3. Grade, die Ponkte M liegen also auf einer Cnrre der 
3. Ordnung C,. 

Fix, y) - 

enthält weder absolute noch lineare Glieder, C^ hat deshalb in O 
einen Doppelpunkt und ist eine Unicursalcurve oder eine Curve vom 
Oeschlechte Null. Die Natur des Doppelpunktes richtet sich nach 
den daselbst berührenden Geraden t und i^. Die Gleichung dieses 
Tangentenpaares ist 

Sie l&sst sich in zwei Factoren zerlegen, weshalb die Tangenten im 
Doppelpunkte O 

c(l + a«)«+aiy±y(iii«-c«)(l+a»)-6».y=0 

oder auch 

abex±cx y (m« — c«) (1 +a«) — 5>+ (c>+ 6« — m«) y — 

sind. O ist sonach ein Knotenpunkt, Rttckkehrpunkt oder isoUrter 
Punkt, je nachdem 

m«(l+a«)«-c«(l+a«)+5* ist. 

Um die unendlichen Punkte von Q zu finden, führen wir in 

F{x, y) = 

X « rM, y >-> «o ein, dividiren durch cv> und setzen o « oo. Es er- 
giebt sich die Gleichung 

2cr««+2ü«» — 
welche durch « — und 

befriedigt wird. C^ hat also nur einen reellen unendlichen Punkt, 
zwei unendliche Punkte sind imaginär. Da für den reeUen Punkt 
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X 

-«*oo sein mass, so kann er nur eine nnendlich grosse Abscisse 
haben und seine Ordinate wird sich ergeben, wenn man 

dnrch x' dividirt und dann a; — oo setzt. Man erhält 

c*+a^c* -2(^ — 
woraus 

y-|(l+a») 
folgt. Da 

y 

die zwei Geraden sind, welche zn den unendlichen imaginären Kreis- 
pnnkten der Ebene gehen, so mflsson diese in C^ liegen, nnd Q ist 
somit eine circulare Cnrve 3. Ordnung oder eine Cunre mit Kreis- 
asymptoten. 

Die Untersuchungen über Asymptoten der Q bestätigen das 
Resultat Ober ihre unendlichen Punkte. Soll nämlich 

eine Asymptote sein, so muss 

F(«, ib;) — 

Ar • — OD einen endlichen Wert für A ergeben, man erhält: 

^ = und il — ±1 
Die einzige reelle Asymptote hat die Gleichung 

und es muss noch 

F(x, B) — 

f&r « = OD einen endlichen Wert Ar B liefern. Es resultirt 

B - |(l+a«), 
weshalb Q die eine reelle Asymptote 8 

hat. Sie schneidet C^ noch in dem Punkte p: 



du durch 2 PunlUt gthtn und «ui« Gerade treffen, 445 

(^i,.in«-a « c«)(l+a«) ^1 .^«^ 

^ Tai ' .y-2<^+^> 

Da sich für die imaginären Asymptoten 

y «. ±^ix-^B ans 

bei s » CO 

^ 43 T^» 

ergibt, so sind die imaginären Asymptoten 

, . , ft* — m* -a^i?— ah . 

y - ±**+ — 4^ T 2" » 

Man erkennt, dass sie sich in dem reellen Punkte R 

ab b^ — m* — a^(^ 

schneiden. Der Punkt R ist ein Brennpaukt der Curve; nach 
Eckard (Ztschr. f. Mathem. u. Pfays. 10. Bd.) das Centrnm der Curve 
3. Grades mit Kreisasymptoten. 

Zur Bestimmung einzelner Punkte der Curve C^ gibt es ver- 
schiedene Methoden. 

Die Berechnung wird einfach, wenn man die Coordinaten als 
Functionen eines Parameters darstellt. So erhält man z. B. fär 

c*( 1 + g*) + 2fl&g a+(e*+b*- m« )c» 
*"" 2ca(l-fa») 

ond 

c»(l + g») -f 2abc (i + ic^+b*— m«)c« 

^ "" 2c(l + a») 

Eine Construction einzelner Punkte lehrt uns zunächst die dar- 
stellende Geometrie. 

Man hat einen beliebigen Punkt C der Geraden G\ welche 
parallel OX im Abstände e gezogen wurde, mit O zu verbinden, auf 
den Senkrechten zu OC* in O und C* resp. 0{A)'^m und C\C)=gi 
aufzutragen und findet im Schnitte der Symmetralen von (A) (C) 
mit OC einen Curvenpunkt M. 

YielfiAch kann auch der Umstand mit Vorteil ausgenutzt werden, 
dass sich die Curvengleichung 
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schränkang auf die Qualität der Erscheinungen bietet die Elcktricität 
offenbar noch einen sehr reichlichen Stoff zur Mitteilung. Der Vor- 
trag ist dann ausschliesslich beschreibend und die Belehrung kann 
nur receptiv aufgenommen werden. Infolge dessen ist kein Grund, 
Theorie und Erfahrung, Statik und Dynamik getrennt zu behandeln. 
Dem entsprechend gibt das vorliegende Buch durchweg Beschreibung 
der äussern und innem Vorgänge sowie der Apparate und Experi- 
mente. Seine Hauptteile sind die zwei auf dem Titel stehenden: 
Orundlehren und Anwendungen. Der erste behandelt nach einander: 
die ein&chsten elektrischen Erscheinungen, Wirkungen des Stromes 
auf den durchströmten Leiter, die Wechselbeziehungen zwischen 
Elektricität und Magnetismus, die älteren Stromerreger, neue elek- 
trische Maschinen — der zweite: Verwendungen des Battoriestromes, 
das elektrische Licht, Galvanoplastik und galvanische Gewinnung von 
Reinmetall, elektrische Uebertraguug der Kraft und ihre Anwendun- 
gen, das Telephon. H. 



Handbuch der physikalischen Maassbestimmungen. Von Dr. 
B. Weinstein, Privat-Docent an der Universität zu Berlin und 
Hilfsarbeiter bei der Kaiserl. Normal-Aichungs-Commission. Erster 
Band. Die Beobachtungsfehler, ihre rechnerische Ausgleichung und 
Untersuchung. Berlin 1886. Julius Springer. 524 S. 

In Bezug auf die Ausgleichungsrechnung sind dem Buche viele 
Arbeiten vorausgegangen , auf die es sich stützt; doch haben diesel" 
ben nur astronomische und geodätische Messungen im Auge gehabt 
Die Lehre von physikalischen Massbestimmungen hingegen ist nur 
einmal, von Kohlrausch, bearbeitet worden und nur soweit, als sie bei 
ersten physikalischen Arbeiten als Leitfaden dienen sollte. Nach 
dem Muster dieser Arbeit will nun der Verfasser versuchen, dieselbe 
als selbständige Disciplin im weitesten Umfange darzustellen. Die 
Abschnitte des Buches sind: die Beobachtungsfohler und die Theorie 
ihrer Ausgleichung, u. zw. Uebersicht aber die möglichen Fehler bei 
Beobachtungen, Problem bei der Ausgleichungsrechnung (Messungen 
und Untersuchungen), Theorie der Ausgleichungsrechnung; Theorie 
der zufälligen Fehler (Ausgleichung einfacher Messungen), u. zw. 
Princip des arithmetischen Mittels, Uebergang von den [wahren Ver- 
hältnissen zu den wahrscheinlichsten (praktische Ausgleichungsrechnung)« 
Uebersicht über die Ergebnisse, Kritik von Beobachtungen und Aus- 
gleichung, Zahlenbeispiel; zusammengesetzte Messungen, u. zw. un- 
bedingte, 4 bedingte, Determinanten und lineare Gleichungen, Kritik, 
Zusammenstellung; Ausgleichung von Untersuchungen, u. zw. Ableitung 
der Normalgleichungen, Fehlerrechnung, Nebeubedingungen, abhängige 
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BeobachtaDgen , Form der Beobachtnngsgleicliaiigen, Gewicht jeder, 
Schemata, Kritik; Interpolation, Differentiation nnd Qnadratnr. 

H. 

Die modernen Theorien der Chemie nnd ihre Bedeutung far 
die chemische Mechanik. Von Dr. Lothar Meyer, ord. Prof. der 
Chemie an der Universität Tübingen. Ffinfte Auflage. Breslau 1884. 
Maruschke u. Berendt 626 S. 

Die 4 Auflage ist bez. Buch L u. 11. im 263 sten, bes. Buch III. 
im 278 sten litt. Bericht, bzhw. S. 34 u. 18 besprochen. Durchgrei- 
fende Aenderunge» hat der von der Wärme handelnde Abschnitt er- 
fahren, indem der Verfasser seinen Widerspruch gegen die Ansicht, 
dass die den chemischen Umsatz begleitende Wärmewirkung das 
Mass der Affinität] sei, schärfer hervortreten lassen nnd mit aller 
Entschiedenheit betonen wollte, dass nur mit kinetischen Theorien, 
nicht aber mit der Annahme ruhender, mit Anziehung b^abter Atome 
zu einer bessern Erkenntniss der Affinität ^u gelangen sei. Im Ab- 
schnitte Aber Massenwirkung sind die Formeln etwas verein&cht. 
Sonstige Aendemngen, Nachträge nnd Berichtigungen sind nicht be- 
sonders angezeigt H. 

Ueber die Zustandsbedingungen der Flttssigkeiten und Gase sowie 
Aber den Aether. Von Johann Kelling. Karisruhe 1886. 56 8. 

Die vorliegende Arbeit ist ein Versuch, die gegebenen Zustände 
des Stoffes aus einfachen Hypothesen durch Rechnung herzuleiten. 
£8 wird angenommen, dass Eörperatome einander und Aetheratome 
anziehen, letztere einander abstossen, die Functionen beider Kräfte 
und der Dichte der Aetherhtülen Potenzen des Abstands sind. In- 
folge der Bechnnng werden gewisse Exponenten ausgeschlossen. Die 
Rechnung wird mit Isolirnng der betrachteten Complexe durchgefohrt, 
und darauf gebaut, dass die ausserhalb liegenden Massen nur auf die 
Gonstanten Einfluss haben. Es werden nach einander behandelt: der 
Ruhestand, Bewegungsznstand, Verdampfung,- numerische Rechnung 
für Wasserdampf, Bewegungsausgleich zwischen den Molecülen und 
dem Aether, Temperatur und Wärme*, Wassererwärmung und Ver- 
dampfung, die grösste Dichte des Wassers, Zustände andrer Stoffe 
und am Schlüsse eine Reihe von Resultaten aufgestellt H. 

Zeitschrift zur Förderung des physikalischen Untarichts. Her- 
ausgegeben und redigirt vom Physikalisch-technischen Institut Lisser 
u. Benecke. Erster Jahrgang 1884, zweiter 1885. Berlin, Lisser u. 
Benecke. 
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Jeden Monat encheiDt ein Heft von 1| bb S Bogen, welches 
BetchreilNing nnd Abbildnng von Apparaten geeignet zn Demonstra- 
tionen im physikalischen Unterrichts enthält H. 

Vermischte Schriften. 

Mathesis, recneil mathimatique k Fnsage des 6coles speciales et 
des Etablissements d'instmction moyenne. PnbliE par P. Mansion, 
Professenr ordinaire k rUniversiti de Gand, Correspondent de TAca- 
d^mie royale de Belgiqne, etc. et J. Nenberg, Professenr k TUni- 
yersiti de Liöge, Membre de la 8ociit6 royale des sdences de Uöge, 
etc. arec la collaboration de plnsienrs Professonrs4>elges et Etrangers. 
Tome sixi^me, annto 1886. Oand 1886. Ad. Hoste. Paris, Oanthier-Vülars. 

Der 6. Band enthalt folgende Abhandinngen und Noten. 

J. Nenberg: lieber den Tan/schen Punkt — Note Ober die 
Strophoide. 

S. Bealis: Ueber einige nene Belationen zwischen den hyper- 
bolischen nnd Kreisfnnctionen. 

Barbarin: Axen der ebenen Schnitte der Fliehen 3. Grades. 

E. Ges4ro: Ueber eine Bedingung, welche Familien von Gurren 
definirt — Quellen von Identit&ten. » Bemerkungen über eine For- 
mel von Newton. — Algebraische Sätze. 

L e m i n e und N e u|b e r g : Noten Ober die Geometrie des Dreiecks. 

N yarese : Ueber eine Eigenschaft des hyperbolischen Paraboloids. 

M. d'Ocagne: Ueber ein Grenzproblem. 

P. Mansio n: Periodische Kettenbrüche. — Note über eine Form 
des Bestes in der Taylor'schen Formel für die Functionen einer Ima- 
ginären. — Sätze von Descartes und Euler. -— Division des Winkels. 
— Allgemeine Principien der Theorie der Grenzen. 

G. Tarry: Ueber die associirten ähnlichen Figuren.^ 

Habich: Ueber eine Aufgabe betreffend Bouletten. 

Gl. Thiry: Ueber den Neunpunktekreis. 

Fanquembergue: Au^be über die Kugel. 

E. Lucas: Ueber die voUkommenen Zahlen. 

E. C ata lau: Verschiedenes. 

G. Bergmans: Sätze über die Parabel. 

E. Oelin: Ueber die CombinaÜonen mit Wiederholung. 

P. Seelhoff: Eine nene vollkommene iZahl. 

H. Baker: Flächeninhalt des Dreiecks. 

Dewulf: Tangente nnd Brennpunkt der Focale von Quetelet 

Ph. Gilbert: Ueber eioige Sätze von Sluse. 

Massau und Mister: Yerallgemeinemng des Satzes von Sluse. 

G. de Longchamps: Ueber die potentielle Curve des Dreiecks. 

Stern und Lucas: Ueber die vollkommenen Zahlen. 

Le Paige und Massau: Ueber den Satz von Sluse. H. 
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Lehrbuch er. 

Die Grundlagen der Arithmetik unter Einführung formaler Zahl- 
begriffe dargelegt von Dr. Otto Hei c hei, Professor am Kgl. Kai- 
serin- Augusta-Gymnasium zu Charlottcnbnrg, Dozent an der Kgl. 
landwirtschaftlichen Hochschule zu Berlin, Mitglied der Prafungs- 
kommission für Landmesser daselbst. Hülfsbuch für den Unterricht. 
Teil I. Natarliche, algebraische, gebrochene Zahlen. Berlin 1886. 
Haude u. Spener. 32 S. 

Der vorliegende 1. Teil, dem ein zweiter zur Behandlung der 
Irrationalen und Imaginären folgen soll , beschränkt sich auf die 4 
ersten Operationen. Das Buch unterscheidet sich dadurch von den 
gewöhnlichen Lehrbüchern , dass es den logischen Inhalt der Doctrin 
nach aussen kehrt, zur Hauptsache macht und den verborgenen Ge- 
danken nicht unausgesprochen lässt, während man sonst das Sach- 
liche als eigentlichen Zweck in den Vordergrund zu stellen und das 
Begriffliche nur, soweit es zu deutlicher Auffassung nötig ist, neben- 
bei zu berficksichtigen pflegt. Es ist sehr anzuerkennen, dass in 
den ans Licht gezogenen begrifflichen Punkten keine Misgriffe vor- 
kommen, und dass darunter gerade die wichtigsten getroffen sind. 
Folgende mögen hervorgehoben werden. Die Lehre beginnt mit der 
natflrlichen Zahl, erweitert den Zahlbegriff in bestimmt ausgesproche- 
nen Schritten und beweist die Gültigkeit aller Sätze für jede Er- 
weiterung besonders. Die Wertermittelung eines Ausdrucks hat die 
Au^be ihn dekadisch darzustellen. Hiermit ist offenbar das 
Specielle statt des Allgemeinen ausgesprochen , wodurch aber auf 
jenem Standpunkte die Sache vielleicht nur um so deutlicher auf- 

Areh. dl ICath. u. Plijs. 2. B«ih6, Teil V. Heft 2. 3 
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geCasst wird. Soll der Satz weiterhin ansreicbeo, so musa es lieissen : 
der Aasdrack soll in beabsichtigter Form dargestellt werden, 
z. B. i+ J =» 5 oder ac-^-bc ^ {a-|-6)<? oder omgekchrt Jene 
kurze Stelle im Lehrbuch (S. 6) wehrt der in manchen Lehrbachem 
stattfindenden Unklarheit, welche das transfonnirende Rechnen 
(ae-^-be = {a'\-b)e) als ein Aasrechnen (Evaluation) hinstellen, das 
Ziel aber im Dunkeln lassen. Worauf endlich der Verfasser am 
meisten Gewicht legt, ist, dass der erweiterte Zahlbegriff durch das 
Fortgelten der Gleichungen und S&tze definirt wird, nicht also durch 
die Darstellbarkeit, die nur f&r gewisse Fälle gelten kann, also nicht 
die Negativen durch entgegengesetzte Richtungen, nicht die BrQche 
durch Teilung der Einheit Die Rechtfertigung dieses ohne Zweifel 
ideell einzig richtigen Vorgehens , das jedoch aus pädagogischen Er- 
wägungen bisher gemieden worden ist, steht nicht im Buche. Sie 
beruht darauf, dass kein Resultat der Schuldoctrin letzes Resultat, 
das Examen nicht Ziel des Unterrichts ist Jede praktische Anwen- 
dung der Resultate hingegen führt ein partielles Ziel herbei. Hier 
muss das negative Resultat durch Addition oder durch subtractive 
Anwendung positiv, der Bruch durch Multiplication (einschl. ver- 
kleinerte Einheit) erst ganze Zahl werden. In diesem schliesslichen 
positiven ganzzahligen Resultate liegt die Bedeutung des in der 
Rechnung gebrauchten und aus ihr hervorgehenden Negativen und des 
Brnchs. Jene pädagogischen Bedenken aber lassen sich leicht besei- 
tigen. Es ist in der Tat eine unabweisliche Forderung, dass der 
reine Gedanke, um vom Schüler aufgenommen zu werden, von einer 
Vorstellung begleitet sei. Der Gedanke der negativen und gebroche- 
nen Zahl, der bis zu seiner Realisirung s. z. s. in der Luft schwebt, 
bedarf für die Lernenden einer begleitenden Vorstellung, und diese 
liefert ihm die specielle Darstellung durch entgegengesetzte Richtung 
und geteilte Einheit Beide dienen also demselben Zwecke, zu wel- 
chem man allgemeinen Erklärungen Beispiele als Hülfe der Auffas- 
sung beigibt. Nicht ihre Anwendung, sondern die Basirung der 
Doctrin auf sie ist zu verwerfen. 

Müssen wir nun gleich dem Gedanken der Bearbeitung beistim- 
men, so können wir doch die Ausführung nur als ersten Versuch, an 
dem noch viel zu verbessern ist, anerkennen. Der Ausdruck ist 
nicht immer exact So z. B. ist die Erklärung des Addirens (S. 7.) 
nicht zutreffend: 5 Buchstaben abcde^ als Summe von 2 Buchstaben 
und 3 Buchstaben, umfassen 2 Einheiten a&, 3 Einheiten abe^ aber 
noch andre! Kein Wort sagt, dass letztere Einheiten andre sein 
sollen. Doch wollen wir hierbei nicht verweilen. Wesentlich ist 
auszusetzen, dass den Erweiterungen des Zahlbegriffs der Schluss- 
steiu fehlt, mit der welchem der weitere Begriff erst Efgentum des 
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SchQlers wird. Sind —4 und | einmal Zahlen, und soll ein Bach- 
stab jede Zahl bedeuten können, so muss unter einem Buchstaben 
auch der negative und gebrochene Wert verstanden werden. So lange 
der Schaler — p gewohnheitsmässig far das Zeichen einer negativen 
Zahl halt, hat er auch die Erweiterung nicht verstanden und weiss 
nicht, was sie bedeuten soll. Im Buche selbst, wo die Buchstaben 
durchweg natürliche Zahlen bedeuten, fehlt es nicht an Stellen, die 
zu dieser Ocdankenlosigkeit verleiten. Dieser Mangel, der vielleicht 
hier ein formeller zu sein scheint, wird ein sachlicher in der Lehre 
von den Gleichungen, wo die Bedeutung des Buchstabens für die 
Gesuchte nicht auf natürliche Zahlen beschränkt sein kann. Femer 
enthält das Buch die Erklärungen der Null, der Negativen und der 
Brüche, aber so versteckt, dass man Mühe hat zu finden, wo sie 
eigentlich stehen. Da man vom Schüler bei jeder Erweiterung ver- 
langt, dass er von seiner Gewohnheit abgehen und seinen Begrifif 
verändern soll, so muss auch die Stelle, von der an der neue Begrifif 
gelten soll, ^deutlich gekennzeichnet und die Erkärung unumwunden 
und unvermischt mit andern Gedanken an die Spitze eines neuen 
Abschnitts gestellt sein. Ferner sind die Aussagen (8. 28.) über 

^ sofern sie diesem Zeichen eine Bedeutung als Zahl vorbehalten, 

unrichtig, und die Einschränkungen „im bisherigen Sinne^^ und „zu- 
nächst'^ einfach zu streichen. Was im Yorätehenden bemerkt ist, 
bedarf nur einer Correctiou , die keine Schwierigkeit hat. Es bleibt 
aber an einen wichtigen Punkt zu erinnern, der die neue selbständig 
productive Arbeit des Verfassers in Anspruch nimmt Der sachliche 
Inhalt ist unter der Menge des Formellen und der der I<ogik die- 
nenden Ausführungen zu sehr versteckt. Es muss dahin gestrebt 
werden, das Ganze einfacher und übersichtlicher zu gestalten. Wenn 
andre Lehrbücher die Logik hintansetzen, so steht ihnen der Recht- 
fertigungsgrund zur Seite, dass die Logik nicht durch Ueberlieferung 
in genauester Wortfassung, sondern durch Ausübung zur Aneignung 
gelangt Es ist daher nicht ganz zu verwerfen, wenn sie lieber man- 
ches nicht zum Bewusstsciu ziehen und dem späteren Nachdenken 
überlassen als es aussprechen, bevor ein genügendes Material zu 
Gebote steht, an dem es verständlich werden kann. Allein die Un- 
möglichkeit ist nicht erwiesen beide Forderungen zu vereinen, alle 
Punkte zum Bewusstsein zu ziehen und doch die Rücksicht auf die 
Fähigkeit des Schülers es zu verwerten in vollem Masse zu beob- 
achten. Die rechte Einfachheit geht immer erst aus vollkommener 
Strenge hervor. Wir wollen daher wünschen, dass der Verfasser bei 
eventuellen Verbesserungen von dem einmal begonneneu richtigen 
Wege nicht wieder abweicht Hoppe. 
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System der Arithemetik und Algebra als Leitfaden fllr den Un- 
terricht in höheren Schulen. Von Dr. Hermann Schubert, 
Oberlehrer an der Gelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. Pots- 
dam 1885. Aug. Stein. 222 S. 

Das Buch zeichnet sich durch Strenge, Ausfilhrlichkeit, Vielsei- 
tigkeit und eine der leichten Uebersicht dienende frei gewählte Ord- 
nung aus. In Betreff der Strenge ist anzuführen, dass der Verfasser 
unbeirrt durch fibliche, aber falsche pädagogische RQcksichten, das 
ideell richtige Vorgehen in folgenden Punkten gewählt hat Der 
Zahlbegriff geht aus der natfirlichen Zahl durch successive Erweite- 
rung, welche nach einander die Null und die Negativen, die Brflche 
die Irrationalen und die Imaginären involvirt, herror. Die Zahlen 
in erweitertem Sinne werden nicht durch ihre für bestimmte Fälle mög- 
liche Darstellung, sondern durch das hier so genannte Princip der 
Ausnahmslosigkeit dcfinirt. Der Bnchstab als Zeichen einer belie- 
bigen oder unbekannten Zahl bedeutet die Zahl im erweiterten Sinne 
gemäss der jedesmal erreichten Stufe. Ausführlich und vielseitig ist 
eSy sofern es sich nicht mit einer Darstellungsform begnügt, sondern 
alle erdenklichen Mittel und Formen zuzieht, durch welche jede 
Lehre verdeutlicht, vergegenwärtigt und zur Anwendung fertig ge- 
macht werden kann. Definitionen, Erläuterungen, Sätze u. s. w. 
werden in Formel, Wortausdruck und Beispiel, ausserdem aber durch 
Darstellung der Zahl auf der geraden Linie gegeben. Mit dem Not- 
wendigen wird auch das Nützliche verbunden. Auch die Ausdehnung 
des Lehrstoffs überschreitet die gewöhnlichen Grenzen. Besonders 
ist hervorzuheben, dass vollständige Erklärung des Begriffs der un- 
endlichen Grössen gegeben und auf den Begriff der Irrationalen an- 
gewandt wird. In Anbetracht der grossen Menge vorgeführter Dinge 
hat die Ordnung mehr Wichtigkeit als sonst Durch gesonderte 
Numerirung, und soweit es die Sache gestattet, gleichmässige Folge 
ist dafür gesorgt, dass das Erlernte jederzeit leicht wiedergefunden 
werden kann, die zur Anwendung aufgestellten, im Gedächtniss zu 
behaltenden Sätze und Formeln sich nicht unter den Erklärungen, 
Betrachtungen und Erläuterungen verbergen; welche vorübergehen- 
dem Zwecke dienen. Noch ist die höchst willkommene Zugabe zu 
erwähnen, welche die auf jeden Abschnitt folgenden historischen 
Notizen gewähren. Hier werden die Zeit und die Urheber der ein- 
zelnen Einführungen und Theorien kurz aufgeführt 

Bei den so grossen Vorzügen finden sich jedoch auch 3 Mis- 
griffe, die sämtlich daraus hervergehen, dass die betreffenden Lehren 
zu früh vorgetragen sind. Die Darstellung einer Zahl durch Scala 
auf der geraden Linie hat oflenbar nur Sinn, nachdem auf der Linie 
ein Nullpunkt festgesetzt ist Da dies die Erklärung der Null vor- 
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aussetzt, so kann jene Darstellung nicht wol anders als nach erster 
Erweiterung eintreten. Im Buche dagegen ist sie schon vor aller 
Erweiterung eingeführt und sogar zur Addition verwandt; der erste 
Scalenstrich ist mit 1 numerirt, und unbeachtet geblieben, dass bei 
Addition mittelst Aneinanderlegens zweier Scalen (wie dies zu ge- 
schehen hat, ist nicht gesagt) immer eine Einheit verloren geht; 
denn legt man zwei Scalen mit 7 und 5 Strichen dicht zusammen, 
so fällt der Eins-Strich der zweiten auf den Sieben-Strich der er- 
sten, und man erhält nur 11 statt 12 Striche. Zweitens ist die 
Associationsfreiheit von der Addition schon auf die Subtraction aus- 
gedehnt, ehe von negativen Zahlen etwas bekannt war. Es geschieht 
dies mit der Oleichung a — (& — c) « a —b-^c. Hier ist vorausge- 
setzt Ä > c und a > Ä — c, aber nicht a > ft, daher hat die rechte 
Seite für a < Ä noch keinen Sinn. Wollte man den Fall a<^b vor- 
läufig ausschliessen , so wflrde man in eine verwickelte Casuistik 
Verfallen. Es leuchtet ein, dass die Auflösung der Klammern um 
den Subtrahenden erst nach EinfQhrung der Negativen gelehrt werden 
kann. Drittens steht die Lehre von den unendlichen Grössen an 
der unrechten Stelle, nämlich bei zweiter Erweiterung. Erst bei 
Einführung der Irrationalen ist sie notwendig und fruchtbar, bis da- 
hin ist sie mttosig und darum Quelle von allerlei Unklarheiten. 
Letztere werden durch manche Aeusserungen sehr begünstigt Es 
ist zwar nirgends ±, <x> eine Erweiterung des Zahlbegriffs genannt. 
Da jedoch das Prindp der Ausnahmslosigkeit proclamirt ist, und 
sonst kein Fall des Gegenteils vorkommt, so kann das Schweigen 

darüber, dass x eine Ausnahme ist und bei keiner Erweiterung von 

Begriffen und Betrachtungsweisen aufhört Ausnahme zu sein, nicht 
befiriedigen. Die Aeussei^jingen , welche in §. 11. und §. 13. diesen 
Punkt berühren., sind nur geeignet das Gute wieder zu verderben, 
Zweifel und Unklarheit in die anf&nglich richtige Darstellung hinein- 
zuziehen. In §. 11. steht: „a:0 muss zunächst für unausführbar 
erklärt werden'S Hiemach bleibt eine Ausführbarkeit doch vorbe- 
halten! Obwol hier noch weiter nur von Unausführbarkeit die Rede 

ist, so folgt in §. 13.: 9^q=^^ bedeutet, wenn a positiv ist, folgen- 
des etc^S Vorher geht die Erklärung des Grenzwerts nebst der Be- 
Inerkung, dass man das Zeichen lim in gewissen Fällen weglässt. 
Hier ist umgekehrt der Grenzwert statt der Unendlichkleinen x 
geschrieben, und gerade in einem Falle, wo es unzulässig ist, näm- 
Hch bei Stetigkeitsunterbrechung. Ein exacter Ausdruck, das musste 

vor allem gesagt werden, kann ^ nicht- sein. Bei Einführung als 
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Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. Anwendung der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf eine Aufgabe der praktischen Geo- 
metrie. Chronometrische Längenbestimmungen. Bestimmung des 
Breitenunterschiedes zwischen den Sternwarten von Göttingen und 
Altena durch Beobachtungen am Ramsden'schen Zenithsector. Ausser- 
dem einige Auszüge und Bemerkungen zu einzelnen Stellen. 

H. 

Cours de mathdmatiques speciales. Premiere partie: Alg^bre. 
Par M. G. de Longchamps, Professeur de math6matiques specia- 
les au Lyc^e Charlemagne. Paris 1883. Ch. Delagrave. 671 S. 

Das Buch enthält die Vorlesungen des Verfassers am Lyceum, 
die es nach eigner Aussage fast genau wiedergibt. Eigentümlich am 
Lehrgang ist, dass der Vortrag bei den Principien nie verweilt, son- 
dern nach den nötigen Definitionen sogleich in eine Reihe interessan- 
ter Sätze und Specialbetrachtungen fibergeht, sich also Erledigung 
einer Frage niemals zum Ziele setzt. Was unter dem Titel „Algebra^ 
zusammengefasst ist, umfasst einen Teil der hohem Algebra und 
einen Teil der reinen Analysis. Die einzelnen Gegenstände sind 
folgende: Identitäten, combinatorische Analysis, binomische 'Formel, 
Quadratwurzel und mte Wurzel aus Polynomen, Determinanten, 
lineare Gleichungen, homogene Gleichungen, Irrationalzahlen, imagi- 
näre Ausdrücke, quadratische und biquadratische Gleichungen, Trans- 
formation irrationaler Ausdrücke, Ungleichungen, Kettenbrüche, Stetig- 
keit der Functionen, die Zahl e und die Logarithmen, Differentiation, 
Taylorsche Reihe, Variationslauf der Functionen, unbestimmte Aus- 
drücke, quadratische Formen, Satz von Alembert, symmetrische 
Functionen, Elimination, gleiche Wurzeln, Transformation der Glei- 
chungen, Erniedrigung ihres Grades, Grenzwerte der Wurzeln, Wur- 
zeln und rationale Factoren, Satz von Rolle, Satz von Descartes, 
Satz von Sturm, Näherungsmethoden , Zerlegung rationaler Brüche, 
algebraische Auflösung der Gleichungen 3. und 4. Grades, algebraische 
Division, Multiplication der Determinanten, Satz von Sylvester, neue 
Darlegung der Principien der Rechnung mit Imaginären. An die 
Behandlung jedes Themas schliesst sich eino Reihe von Aufgaben. 

Das Buch hat später eine Vermehrung erhalten durch das hin- 
zukommende 

Supplement conforme au nouveau programme du 22 mai 1885. 
Paris 1885. 173 S. 

Diese Ergänzung behandelt: die Reihen, die Unendlichkleinen, 
dien Begriff des bestimmten Integrals, die Quadraturen, die endlichen 
Differenzen und die Interpolation. H. 
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bcrflcksichtigt bleibt. Charakteristisch ist zunächst, dass gleich an- 
fangs die Zahl durch ihre Darstellung in Strecken auf einer ge- 
raden Linie erklärt und, und da zu dieser Erklärung auch weiterhin 
keine Ergänzung hinzukommt, stets als identisch mit der Strecke be- 
trachtet wird. Hiernach ist also die unbenannte und anders benannte 
Zahl überhaupt weder definirt noch erläutert. Nichtsdestoweniger 
kommt die Zahl als Anzahl nicht selten im Buche vor; die Erklä- 
rung wird also wieder vergessen, und die logische Discrepauz igno- 
rirt Durch die Darstellung der Zahl in Strecken werden nun die 
Null, die Negativen, die Brüche und die Irrationalen erklärt Es 
hätte ebenso wie die Brüche auch jede Multiplication mit Ganzen 
und mit Brüchen durch veränderte Einheit erklärt werden können. 
Aber hier gerade wird inconsequenter Weise auf die natürliche Er- 
klärung durch Addition (bleicher Zahlen eingelenkt. Die angeblichen 
Beweise, z. B. für die Yertauschbarkeit der Factoren, sind oft nichts 
weiter als specielle Bestätigungen. Soviel zur Begründung des vor- 
stehenden Urteils. Als Anweisung zum Rechnen betrachtet ist das 
Lehrbuch vorzüglich. Es umfasst ausser den 7 Orundoperationen 
die arithmetischen und geometrischen Reihen, die Combinatorik, die 
Kettenbrüche, die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die Gleichungen 1. 
2. und 3. Gradesund die Lehre von den Imaginären. Auf jeden Ab- 
schnitt folgen Uebuugsbeispiele. Für die Gleichungen enthält ein 
besonderer Anhang noch eine reiche Sammlung derselben. 

Hoppe. 



Leitfaden für den Geometrie-Unterricht in Mittelschulen und ge- 
hobenen Volksschulen. Von M. Kroger, Hauptlehrer in Hamburg. 
Hamburg 1886. Otto Meissner. 94 S. 

Dies Buch gibt aus der gesamten Geometrie das Wichtigste für 
praktische Anwendung von Seiten derer, die nicht Mathematik stu- 
diren wollen. Die durchaus sorgsame und umsichtige Bearbeitung 
hat im Auge die Entwickelung genügender Raumanschauung, wich- 
tiger mathematischer Begriffe und Erteilung der für nötig erachteten 
Kenntnisse. Die Darstellungsform ist die in kurz gefassteu Sätzen, 
in deren Znsammenhang eine meist vorhergehende, auf das Resultat 
hinleitende Erläuterung, seltener eine nachfolgende Grundangabe 
Einblick verschafft, während angeknüpfte Fragen und Constructions- 
aufgaben zur Selbsttätigkeit der Schüler auffordern. Das Elemen- 
tarste ist am eingehendsten und ausführlichsten behandelt, im weitern 
Fortgang tritt mehr und mehr auswählende Beschränkung ein. Die 
Lehrgegenstände sind: Uebersicht der Gebilde und ihr Verhältnisse 
Linien und Winkel, Dreiecke und Vielecke, Congruenz, Parallelo- i 
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Die analytische und projcktivischo Geometrie der Ebene, die 
Kegcichnitte auch nach den Metboden der darstellenden und der 
elementar-sjmthetiscben Geometrie mit Ucbnngsaufgaben für höhere 
Lehr- Anstalten und für den Selbstunterr'cht bearbeitet von Dr. Hein r. 
Funcke, Oberlehrer an der Ober-Realschule in Potsdam. Potsdam 
1885. Aug. Stein. 107 S. 

In der Abfassung des vorliegenden Buchs hat den Verfasser die 
Absicht geleitet alles das darin zusammenzustellen, was den SchQlern 
der Oberrcalschule aus den Lehren über die ebenen Curven mit- 
zuteilen erlaubt und den Studirendcu der mechanischen Technik zu 
kennen und zu verstehen nötig ist. Die Form des Vortrags ist die 
pragmatische, der Lehrgang der synthetisch^, jedoch mit angemesse- 
ner Benutzung der Uülfsmittel, welche die projecktivische und ana- 
lytische Geometrie darbietet Zu den letztern werden gegen Endo 
auch die Differentalrechnung zugezogen, dagegen bleibt aus- 
geschlossen, was Integralrechnung erfordert Die Kegelschnitte wer- 
den aus dem Kegel durch Projection hergeleitet. Die Lehrgegen- 
stände sind der Reihe nach: der Punkt, die Gerade, der Kreis, die 
Kegelschnite, eine grössere Anzahl anderer, algebraischer und trans- 
cendentcr ebener Curven. H. 



Lehrbuch der Stereometrie. Für das Selbststudium bearbeitet 
von W. Burckhardt, Verfasser der Mathematischen Unterrichts- 
briefe. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. Leipzig 
(1886) Gressner u. Schramm. 133 S. 

Eigentümlich ist an dem Buche der Plauderstil des Vortrags, in 
welchem jeder Gegenstand mit grösst möglicher Dehnung der Rede 
dem Leser vorgeführt wird, während der wirklich didaktische Fort- 
schritt ganz concinn, kein Wort zu wenig oder zu viel, in gebräuch- 
lichen Zeichen mit der Figur daneben, sich eng und ohne einen Wink 
von da an aufzumerken daran schliesst Es ist als habe der Ver- 
fasser beabsichtigt, dem Schüler, indem er ihn 5 Minuten unterhält 
und nur 1 Minute Denken von ihm verlangt, den Eindruck zu geben, 
als sei ihm die Doctrin fast spielend beigebracht worden. Die be- 
handelten Gegenstände sind die gewöhnlichen: die Ebenen und die 
geraden Linien, die Lage zweier Ebenen zu einander, körperliche 
Ecken, Polyeder, Cylinder, Kegel, Kugel, Berechnung der Kugelteile, 
die regelmässigen Polyeder. Einzelne Aufgaben kommen vor. Lö- 
sungen im Anhang. H. 
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Lehrbach der sphärischen Trigonometrie nebst vielen Beispielen 
aber deren Anwendung zum Gebrauche an höheren Lehranstalten 
und beim Selbststudium. Von Dr. Carl Spitz. Dritte, durchge- 
sehene Auflage. Mit 42 in den Text gedruckten Figuren. Leipzig 
1886. C. F. Winter. 175 S. 

Zum Zweck, das Studium der sphärischen Trigonometrie leichter 
und instructiver zu machen, ist erstlich eine Reihe von S&tzen fibei* 
die sphärischen Gebilde vorausgeschickt, ferner die Herleitung der 
Relationen mit denen am rechtwinkligen Dreieck begonnen. Es folgt 
dann die Herleitung der Relationen zwischen 4, dann 5, dann 6 
Stücken des allgemeinen Dreiecks, dann die Berechnung des Flächen- 
inhalts, dann die Anwendung zur Lösung verschiedener Aufgaben. 



Lehrbuch der Physik für höhere Bürgerschulen und technische 
Lehranstalten. Von Dr. W. H. Behse, Rektor der städtischen Ge- 
werbeschule in Dortmund. Mit 229 in den Text gedruckten Ab- 
bildungen. Weimar 1887. Bernhard Friedrich Voigt 229 S. 

Für die Bearbeitung und Anordnung des Lehrbuchs ist der Schul- 
gebrauch massgebend gewesen ; dem gemäss ist der Lehrstoff auf die 
Glassen verteilt Die Reihenfolge richtet sich nach dem Standpunkte 
der mathematischen Vorkenntnisse: Die Abschnitte über allgemeine 
Eigenschaften der Körper, Wärme, Magnetismus und Elektricität, 
welche in qualitativer Hinsicht viel Erklärung erfordern, werden nur 
nach dieser Seite behandelt und gehen deshalb voruus. Dann folgt 
das Licht, wo die mathematische Betrachtung nicht fehlen kann, 
zoletzt die Mechanik, wo sie Hauptsache ist Ein Anhang über den 
Schall ist nicht für Bürgerschulen bestimmt Preis 4 mk, 50 p£ 

H. 

Lehrbuch der Physik. Mit einem Anhange: Die Grundlehren 
der Chemie und der mathematischen Geographie. Von Dr. Peter 
Münch, Realgymnasialdirektor. Mit 326 in den Text gedruckten 
Abbildungen und einer Spektraltafel in Farbendruck. Achte Auflage. 
Freiburg i. Br. 1886. Herder. 443 S. 

Frühere Auflagen sind im 217. 241. 251. und 274. litt Berichte 
besprochen. Die achte unterscheidet steh durch eine Angabe über 
den Wärmeausdehnungscoefficicuten und durch Rücksicht auf Ueber- 
sichtlichkeit in Anordnung und Druck. H. 
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Geometrie viel firuchtbarer im Gebiete der Ebene als des Baumes. 
Die Erklftning der ungleichen Gestaltung liegt sehr nahe. Ffir das 
unendlich weitere Gebiet der rftnmlichen Gebilde mit entsprechend 
weiterer qualitativer Mannichfaltigkeit besitzen wir doch keine ent- 
sprechend erweiterten, sondern nur dieselben Geisteskräfte. Daher 
sind wir in der Stereometrie frflher als in der Planimetrie genötigt 
die Qualitäten auf Quantitäten zurttckzuführen« Demnach ist nicht 
nur die Theorie, namentlich die Schuldoctrin, auf Seiten der Stereo- 
metrie in höherem Grade rechnend, sondern muss es auch der Katar 
der Sache nach sein. Handelt es sich aber um Uebnngsaufgaben, so 
wird jene Ungleichheit teils gehoben, teils compensirt Zunächst filUt 
bei der üebungsaufgabe der Gesichtspunkt der Allgemeinheit ganz 
weg. Fehlt also auch die analoge Theorie fär manche Gebiete der 
Planimetrie, so gibt es doch eine unbegrenzte Menge instructiTer 
Spedalfiüle, die mit Anwendung planimetrischer Sätze zu lösende, 
geeignete Aufgaben zur Stereometrie liefern. Ferner lassen sich die 
räumlichen Gebilde durch Projectionen auf ebene reduciren, d. i die 
qualitative Mannichfaltigkeit durch Isolirung verringern. Auch hi^n 
ist die Au^be nicht an die Grenzen der Theorie gebunden; denn 
projiciren im einzelnen Falle kann der Schüler auch ohne Theorie 
der Protection. Dieses und manches andre ist nun im vorliegenden 
Buche recht vielseitig zu Aufgaben benutzt Offenbar ist es weit 
schwieriger, bei so complicirter Sachlage instructive Aufgaben zu- 
sammenzufinden; als in der Planimetrie, wo der Stoff unmittelbar 
entfaltet vorliegt, und mag sich wol daraus der bisherige Mangel 
zum Teil erklären. Um so verdienstlicher und dankenswerter ist 
das Unternehmen, welches bahnbrechend mit der Bewältigung der 
Schwierigkeit einen An&ng macht Das Buch ist in 14 Abschnitte 
geteilt Der 1., 2., 9. und 10. Abschnitt führen durch Uebungen in 
das Darstellungsverfahren ein. SpecicUe Gebilde werden in den 
übrigen die Ecken, das Prisma, die Pyramide, die Polyeder, Cylinder, 
Kegel, Kugel, geometrische Oerter, Potenxörter, Pole und Polaren, 
das Tactionsproblem, die Kegelschnitte behandelt Die Au^ben 
sind teils construirend , teils abzählend oder sonst beurteilend, nur 
wenige berechnend. H. 



Sammlung von arithmetischen und algebraischen Fragen und 
Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Aufbau der Begriffe, 
Formdn und Lehrsätze der Arithmetik, für höhere Schulen. Von 
Dr. Hermann Schubert, Oberlehrer an der Gelehrtenschule des 
Johanneums in Hamburg. Erstes Heft: Für mittlere Klassen. Zweite 
Auflage. Potsdam 1886. Aug. Stein. 224 S. 



LÜUransd^er Berieki XIX. 27 

Die erste Auflage ist im 2. litt Bericht S. 21 besprochen wor- 
den. In der 2 ten sind noch eingekleidete Gleicbangen hiozagekom- 
men, im flbrigen stimmt sie mit der ersten flberein. H. 

Flächen- und Körperberechnong in Lehrs&tzen und Aufgaben 
nebst Regeln nnd Uebangsbeispielen aus der Arithmetik und Algebra 
zum Gebrauche fOr Navigationsschulen. Von P. Seelhoff. Dritte, 
veränderte und vermehrte Auflage. Bremen 1886. M. Heinsius. 106 S. 

Da» Buch besteht aus 2 Teilen : der erste enthält Aufgaben aus 
der Arithmetik und Algebra, der Reihe nach über das Rechnen mit 
gemeinen Brachen, mit Dccimalbrfichen, mit Zahlen, die Vorzeichen 
haben, mit Potenzen, mit Wurzeln, mit Logarithmen, Ober die Auf- 
lösung und Reduction von Gleichungen, einiges Aber Geldrechnung 
und über Teilbarkeit Die Regeln sind in der neuen Auflage vor 
jeder Classe von Aufgaben ausgesprochen. Die Aufgaben in den 
meisten Rechnungsarten sind rein numerisch, nur bei einigen, wo es 
sich um die Ausdrucksform handelt, kommen Buchstaben in Anwen- 
dung. Aufgaben aus der Praxis, deren Ansatz erst zu finden ist, 
sind vorhanden, wiewol nur in geringer Anzahl. Der zweite Teil 
des Buches enthält die Lehre von der Berechnung der Flächen und 
Körper (mit Anwendung auf die Segelflächen) an welche sich Auf- 
gaben anschliessen. Die Inhaltsformeln sind am Schlüsse zusammen- 
gestellt Viele Aufgaben sind durch neue ersetzt H. 

Mathematische Aufgaben zum Gebrauche in den obersten Klassen 
höherer Lehranstalten. Aus den bei Enüassungsprüfnngen an preus- 
sischen Gymnasien und Realgymnasien gestellten Aufgaben ausgewählt 
und mit HinzufÜgung der Resultate zu einem Uebungsbucbe vereint 
von Prof. H. C. £. Martus, Direktor des Sophien-Realgymnasiums 
in Berlin. Zweiter Teil: Resultate. Fünfte Auflage. Leipzig 1883. 
C. A. Koch. 294 S. 

Die 3. Auflage der Aufsahen ist im 223. litt Ber. S. 29, die 4 te 
im 248. 1. B. S. 39, die 3. Auflage der Resultate im 231. 1. B. S. 36 
besprochen. Mit Resultaten werden nicht bloss die sich ergebenden 
Zahlen und algebraischen Ausdrücke, sondern die erschöpfenden An- 
gaben, welche den in jeder Aufgabe enthaltenen Fragen genngtun, 
bezeichnet H. 

Dr. Ernst Kleinpaulsche Angaben zum praktischen Rechnen. 
Für Gymnasien, Realgymnasien, sowie für mehrstufige Bürger- und 
Töchterschulen. Zwölfte, gänzlich neu bearbeitete Auflage von Dr. 
F. Mortons. Bremen 1886. M. Heinsius. 94-{-76-}-144 a 
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Yorttofe za den Dr. Ernst Kleinpaalschen Aufgaben zum 
praktischen Rechnen. Für die Vorschulen der Gymnasien und Real- 
gymnasien, sowie für die Unterklassen der mehrstufigen BCLrger- und 
Töchterschulen. Von Dr. F. M e r t e n s. Bremen 1886. M. Heinsius. 
76 8. 

Diese Aufgabensammlung zeichnet sich aus durch erschöpfende 
Gründlichkeit und Vielseitigkeit, mit welcher zuerst eine völlige Ver- 
trautheit mit dem Zahlengebiet, seiner Verwendung und Handhabung 
erzielt, dann bei Einübung der Rechnungsarten jede in der gemeinen 
Praxis auftretende Frageform berücksichtigt wird. Die 12. Auflage 
unterscheidet sich von allen früheren durch die Einführung der 
Decimalbruchrechnung und aller Consequenzen derselben. Zu letztem 
gehört namentlich der Wegfall der mehrfachen Schreibung mehrfacher 
Benennung und der Reduction der Benennungen auf einander, soweit 
diese in Decimalverhftltnissen stehen, wie es in neuster Zeit fast 
durchgängig in den europäischen Münz-, Gewichts- und Massordnun- 
gen der Fall ist Die Sammlung bestand früher aus 2 und besteht 
jetzt aus 3 Heften. Das erste enthält die 4 Grnndrechnungen in 
ganzen unbenannten, einfach und mehrfach benannten Zahlen, sowie 
die einfachsten Fälle der Bruchrechnung; das zweite die gemeinen 
Brüche, die Decimalbrüche und die einfachsten Fälle der bürgerlichen 
Bechnangsarten ; das dritte Verhältnisse und Proportionen, Procent-, 
Gesellschafts-, Mischungs-, Münz-, Wechsel- und Warenrechnungen, 
Gontocorrente, Quadrat- und Kubikwurzeln, Flächen- und Körper- 
berechnungen. Die Vorstufe behandelt in 3 Cnrseu das Zahlengebiet 
von 1 bis 1000. H. 



Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene mit den 
Resultaten fllr höhere Lehranstalten und für den Selbstunterricht. 
Von Dr. Oskar Janisch, weil. Direktor des Realgymnasiums zn 
Landeshut in Schi. Herausgegeben von Dr. H. Funcke, Oberlehrer 
an der Ober-Realschule in Potsdam. Potsdam 1886. Aug. Stein« 200 S. 

Diese reiche Sammlung von Aufgaben, vom Director Janisch 
grösstenteils selbst gefunden, von seinem Sohne zusammengestellt und 
abgesehen von einigen Vereinfachungen unverändert vom Heraus- 
geber beibehalten, bietet Gelegenheit zur Einübung des Coordinaten- 
gebraüches durch Beispiele in unerschöpflicher Menge, wiewol nur in 
geringer Ausdehnung der Mannichfaltigkeit. In allen Aufgaben wird 
die Bestimmung des Ortes eines Punktes gefordert, der unter ge- 
gebenen Bedingungen variirt Sowol die gegebenen Ranmgebilde, 
nach welchen das Buch eingeteilt ist, als auch die resultirenden 
Oerter sind ausschliesslich Gerade, Kreise, Parabeln, Ellipsen > Hy- 



Lüterariseker Bericht XIX. 29 

perbeln. Es hat an sich Interesse die Kegelschnitte in einer so viel- 
fachen Entstehung 'kennen zn lernen. Das Verfahren der Lösung 
wird in den Aufgaben selbst nicht gezeigt noch angedeutet. Statt 
dessen sind ausgeführte Lösungen ausgewählter Beispiele als Einlei- 
tung vorausgeschickt Aus diesen möchte sich indes die Methode 
schwerlich erkennen lassen. H. 

A Synopsis of elementary results in pure mathematics: containing 
propositions, formulae and methods of analysis, with abridged de- 
monstrations. Supplemented by an index to the papers on pure 
mathematics which are to be found in the principal Journals and 
transactions of learned societies both english and foreign, of the 
present Century. By 6. S. Carr, M. A. London 1886. Francis 
Hodgson. Cambridge, Macmillan and Bowes. 935 S. 

Das Werk ist ein Versuch alle S&tze der Mathematik geordnet 
zusammenzustellen. Die Reihenfolge ist die didaktische, so dass 
durch Ergänzung aller Dcductionen ein universelles Lehrbuch ent- 
stehen wflrde. Nur sind über diesen Entwickelungsgang zwei Teilungs- 
principe gestellt. Der erste Hanptteil enthält' die elementare Mathe- 
matik, und zwar erst Arithmetik, dann Geometrie, der zweite die 
höhere Mathematik, erst die reine Analysis, dann die synthetische, 
dann die analytische Geometrie. In der Analysis kann man die 
Grenze der erreichten Stufe finden. Sie wird nur bis zu gewissem 
Punkte verfolgt; es sind z. B. die elliptischen Functionen ausgeschlos- 
sen, und die Geometrie geht nur um ein geringes über die Gebilde 
2. Grades hinaus in die Flächentheorie ein. Jedenfalls ist die Aus- 
dehnung des Werkes weit grösser als es der Titel verspricht Die 
Bearbeitung zeugt von grossem Tact und Fleiss in der Auswahl der- 
jenigen Angaben, welche man veranlasst sein kann zu suchen. Die 
Auffindung wird durch mehrere Verzeichnisse erleichtert; bei häufi- 
gem Gebrauche wird man bald finden, wo das Gewünschte zn suchen 
ist. H. 



Tabellen. 



Fünfstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln für die Decimal- 
theilung des Quadranten mit ausführlichen Tafeln zum Uobergang 
von der neuen Theilung des Quadranten in die alte und umgekehrt 
nebst vierstelligen Tafeln der Zahlenwerthe der trigonometrischen 
Fnnctionen, sowie gewöhnlichen Logarithmentafeln und Quadrattafeln. 
Mit einem Vorworte von W. Fo erster, Geh. Begierungsrath, Di- 
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rector der Königl. Sternwarte und Professor an der Universität za 
Berlin. Heraosgegeben von H. Gravelins. Beiün 1886. Georg 
Reimer. 203 S. 

Im Vorworte wird die Frage des Uebergangs von der gewöbn- 
licben zur Decimalteilnng des Quadranten nach allen Seiten bin be- 
lencbtet nnd alle Einwände dagegen erwogen. Das Urteil lantet 
dabin, dass die Vorteile der Decimalteilang die Nachteile (unter denen 
sich ganz allein der Verlust einer directen Drei- nnd Vierteünng 
aufweisen lässt) und einige zur Zeit veranlasste Umstände bei weitem 
ttberwiegen, mit Hinzufügen nur, dass den trigonometrischen Tafeln 
auch Reductionstafeln beigegeben werden mdssen. An dieser Stelle 
mögen zwei Punkte hervorgehoben werden. Wenn man bisher ge- 
zögert hat, Tafeln mit Decimalteilnng herauszugeben, weil die Decimal- 
teilung der Winkel nicht in Gebrauch sei, so ist offenbar die Gausal- 
verbindung geradezu die verkehrte : die Decimalteilnng kann vielmehr 
nicht in Aufnahme kommen, so lange die nötigen Hilfsmitttel, nämlich 
eine fQnfetellige und eine siebenstellige trigonometrische Tafel, fehlen. 
Konnte noch ein Zweifel sein, dass nach Herausgabe derselben ihr 
Gebrauch sich in nächster Zeit einbdrgem würde, so ist das Verdienst 
des Bearbeiters und des Verlegers um so mehr anzuerkennen, welche 
den ersten, ganz unentbehrlichen Schritt getan haben, bessere Zustände 
herbeizufahren. Ferner muss der Einwand, dass die Instrumente 
bereits fQr die alte Winkelteilung eingerichtet seien, als ganz nichtig 
erscheinen, wenn man erwägt, dass niemand Bedenkon trägt, bei 
Beobachtungsapparaten Scalen anzuwenden, deren Zahlen zum Ge- 
brauche erst reducirt werden mOssen. Die Reductionsarbeit, auch 
wenn sie zweimal nötig sein sollte, ist verschwindend gering einer- 
seits gegen die Beobachtungsarbeit, andrerseits gegen die Arbeit 
der Rechnung mit den erlangten Daten. Dies ist schon der Fall, 
wo sie mit gewöhnlicher Bechnung vollzogen wird; im Gegenwär- 
tigen wird sie noch ausserdem durch eine besondere Tafel unter- 
stützt Die spätere Heransgabe 6 und 7 stelliger Tafeln wird in 
Aussicht gestellt Der Verfasser hat es für geraten gehalten, die 
der gewöhnlichen analoge mehrfache Benennung der Teilwinkel 
zu gebrauchen und dringt nur darauf, dass dazu nicht dieselben 
Wörter nnd Zeichen, Grad, Minute etc., in Anwendung kommen. 
Jedenfalls ist die mehrfache Benennung nur in Rücksicht auf die 
Tafeln als Ranmersparung empfohlen. Bei Angaben und in der 
Rechnung ist jede Benennung ausser dem Quadranten, sowie jedes 
Zeichen dafür zu verwerfen, weil diese Einfiährungen die erreichte 
Vereinfachung wieder verringern. Wünschenswert ist dagegen ein 
kleines, keinem Alphabet entnommenes Zeichen für den Quadranten 
selbst, hier bezeichnet durch q. Das Werk enthält 10 Tafehi, welche 
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geben: die Log;arithmen der Zahleo, Verwandlung der natürlichen 
Logarithmen in briggische und umgekehrt, die Logarithmen der sin, 
cos, tg, cot, die Differenz der Logarithmen der sin und tg vom Lo* 
garithmnsdesBogens ffir kleine Winkel, die trigonometrischenFunctionen 
selbst, die Kreisbogen, Reduction der mehrfach benannten alten Be- 
nennung, Relation von Bogenmass nnd Zeitmass, Quadrate der Zahlen 
bis 10000, einige wichtige Zahlen. Die Logarithmen der trigono- 
metrischen Functionen sind direct für die Zehntausendtel Quadranten, 
die der Functionen selbst für die Tausendtel angegeben. Die Grösse 
der Ziffern ist mittelmässig, der Druck sehr dentiich. H. 

Tabellen für die Zinses-Zinsen- und Renten-Rechnung mit An- 
wendung derselben auf die Berechnung von Anlehen, Construction von 
Amortisationsplänen etc. Von SimonSpitzer. Dritte, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Wien 1886. Cari Oerold's Sohn. 513 S. 

Das Werk enthält eine Unterweisung in den 6 Rechnungsarten, 
welche die Renten- nnd Schnldentilgungspraxis erfordern, nebst den 
zugehörigen, teils den Tafeln von Yioleine und Ritter entiehnten, 
teils vom Verfasser berechneten Tafeln. Von den Rechnungsarten 
sind die 2te, 4te, 6te bzhw. die reciproken der Isten, 3ten, 5ten. 
Die Tafeln geben bis auf 8 Bruchstellen, unter 2 Entrees, nämlich 
horizontal die Procente des Zinsfusses, vertical die Zeit gestellt, erst 
das Anwachsen des Capitals, beginnend mit 1, dann endigend mit 1, 
ebenso bei gleichmässiger Nachzahlung in gleichen Terminen, dann 
die Schuldentilgung in gleichen Terminen; redprok den Betrag der 
jedesmaligen Abzahlung. H. 



Arithmetik, Algebra und reine Analysis. 

Abhandlungen zur Methode der kleinsten Quadrate von Carl 
Friedrich Oauss. In deutscher Sprache herausgegeben von Dr. 
A. Börse h und Dr. P. Simon, Assistenten im Königl. Preussischen 
Geodätischen Institut Beriin 1887. P. Stankiewicz. 208 S. 

lu diese Sammlung sind folgende 7 Abhandlungen von Oauss 
aufgenommen worden. Theorie der den kleinsten Fehlem unterwor- 
fenen Combination der Beobachtungen. Aus der Theorie der Bewe- 
gung der Himmelskörper, welche in Kegelschnitten die Sonne um- 
lanfcn: Bestimmung der Bahn, die beliebig viele Beobachtungen so 
genau als möglich erfüllt. Aus der Untersuchung über die elliptischen 
Elemente der Pallas aus den Oppositionen der Jahre 1803 bis 1809. 
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Vermischte Schriften. 

Acta Mathematica. Zeitschrift herausgegeben von 6. Mittag- 
Leffler. IX. Stockholm 1887. F. a. 6. Beijer. Berlin, Mayer und 
Mfiller, Paris, A. Hermann. 

Der Inhalt des 9. Bandes ist: 

L. Bendixson: Ueber eine Ausdehnung der Ganss'schen Inter- 
polationsformel ins unendliche. 

P. Tschebyscheff: Ueber die Darstellung der Grenzwerte der 
Integrale durch Integral-Residuen. — Ueber die Summen der Coeffi- 
cienten der Reihen von positiven Tennen. 

A. Markoff: Ueber eine von Tschebjscheff gestellte Maximum- 
und Minimum-Aufgabe. 

6. Loria: Ueber einen Beweis des Fundamen taltheorems der 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 

H. Dobriner: Die Flächen constanter Krümmung mit einem 
System sphärischer KrQmmungslinien dargestellt mit Haife von Theta- 
functionen zweier Yariabeln. 

A. Weber: Theorie der AbeUschen Zahlkörper. IV. 

Chr. Zell er: Kalenderformeln. 

Hj. Meilin: Ueber einen Zusammenhang zwischen gewissen 
linearen Differential- und Differenzengleichungen. 

T. J. Stieltjes: Note über eine Entwickelung des Integrals 



/ 



c**8a;. — Ueber die Wurzeln der Gleichung Xn « 0. 



J. Hacks: Einige Sätze über Summen von Divisoren. 

H. Gyld^n: Untersuchungen über die Convergenz der Reihen, 
welche zur Darstellung der Coordinaten der Planeten angewandt werden. 

E. Netto: Ueber orthogonale Substitutionen. 

A. Berger: Herleitung einiger analytischen Formeln aus einem 
elementaren Satze der Zahlentheorie. 

H. Poincar§: Ueber die Residuen der Doppelintegrale. 

And. Lindstedt: Ueber ein Theorem des Herrn Tisserand 
aus der Störungstheorie. H. 

Atti della Reale Accademia dei Lincei. Anno CCLXXXIII. 
1886—86. Serie quarta. Rendiconti publicate per cura dei Segretari. 
Volume II. Roma 1886. 

Der 2. Band enthält folgende mathematische und allgemein 
physikalische Arbeiten. 

G. Frattini: Ueber die Erzeugung der Operationsgruppe und 
einen Satz der Zahlentheorie. — Erweiterung und Inversion eines 
Satzes der Zahlentheorie. 
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L. Bianchi: Ueber die dreifach orthogonalen Flächensysteme, 
welche eine Sehar psendosphärischer Flächen enthalten. — Ueber die 
gemeinsamen Lösungen zweier partiellen Differentialgleichangcn 2. 
Ordnung mit 2 Variabein. 

G. Jung: Ueber die von 3 Systemen erzeugten Flächen, die 
sich ans einander mittelst birationaler Transformation herleiten lassen. 

— Ueber die vielfachen ebenen Transformationen. — Von 2, einer 
beliebigen birationalen Transformation associirten vielfachen Trans- 
formationen. 

E. Padova: Eigenschaft der Bewegung eines Botationskörpers, 
auf den Kräfte mit der Potentialfunction JTcos'^ wirken. 

F. Keller: Ueber die JoUy'sche Methode der Bestimmung der 
mittleren Dichte der £rde. 

F. Brie seh i: Die neuen Moduln fOr die hyperelliptischen 
Functionen zweier Variabein. — Ueber den Reihenausdruck dieser 
Functionen. — Ueber die Eigenschaften einer Classe binärer Formen. 

— Ueber eine Transformationsformel für vielfache Integrale. 

L. Kronecker: Ueber die irreducibeln algebraischen Flächen 
mit unendlich vielen ebenen Schnitten, die sich in 2 Curven teilen. 

C. Segre: Ueber fundamentale Räume einer Homographie. 

M. Pieri: Ueber die Doppelnormalen einer algebraischen Raum- 
curve — einer algebraischen Fläche. 

L. Palazzo: Ueber die Bestimmung des Inductionscoefficienten 
der magnetischen Stäbe durch Lamont's Methode. 

V. Cerruti: Ueber die Deformation einer homogenen isotropen 
Kugel. 

F. Chizzoni: Ueber eine gewisse Familie von Flächen, die sich 
in einer involutorischen Transformation 3. Grades im Räume treffen. 

— Ueber eine gewisse Familie von Flächen, welche eine neue Familie 
von Cykliden enthält 

P. Cassani: Ein allgemeiner Satz über die normalen Linien 
der verschiedenen Räume. 

D. Besso: Ueber eine Classe linearer Differentialgleichungen 
2. Ordnung und über die Gleichung 5. Grades. 

P. Pizzetti: Ein Satz über den mittleren Fehler einer Function 
von Grössen, die aus der Erfahrung bestimmt sind. 

E. Cesäro: Ueber einige Operationsgruppen. — Algebraische 
Formen in arithmetischer Verbindung. 

G. Lazzeri: Ueber die birationalen Reciprocitäten in der Ebene. 
P. Visalli: Ueber eine Reihe von Flächen, die sich Punkt für 

Punkt auf einer Ebene darstellen lassen. 

G. Ricci: Ueber die Systeme von Integralen, die von einer 
linearen homogenen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung un* 
abhängig sind. 
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£. Bertini: Ueber die BüDdel von Gebilden 2. Grades in einem 
Rannte von n Dimensionen. 

Vol terra: Ueber eine Eigenschaft einer Classe transcendenter 
Functionen. 

S. Pincherle: £inige vom Prof. Appell an Polynomen ge- 
machte Beobachtungen. 

R. De Paolis: Ueber die projectiven Involutionen. 

H. 

Verslagen cn Modedeelingen der Koninklijke Akademie van 
Wotcnscbappen. Afdeoling Natuurkundo. Derde recks. Tweede deel. 
Amsterdam 1886. Johannes Maller. 

Der 2. Teil enthält folgende mathematische und allgemein phy- 
sikalische Arbeiten. 

C. H. C. Grinwis: Der£influss von Leitern auf die Verteilung 
der elektrischen Energie. 

("h. M. Schols: Die halbconvergente Reihe zur Berechnung d^ 
Integrals 

z 

Eine äquivalente Projection mit Minimum-Abweichung für ein kreis- 
förmiges Terrain von geringer Ausdehnung. 

Stieltjes: Ueber einige Formeln bezüglich auf die Theorie der 
elliptischen Functionen. — Ueber einige bestimmte Integrale. 

N. Th. Michaelis: Der Einfluss von Zugstangen auf das Auf- 
setzen von Drehbrücken. 

J. Nieuwenhuyzen Kruseman: Ueber die Potentialfunction 
des elektrischen Feldes in der Nähe einer geladenen Kugel. 

U. A. Lorentz: Ueber denEinfluss, welchen die Bewegung der 
Erde auf die Lichterscheinungen ausübt. H. 

Annuaire pour Tan 1887. Publik par le Bureau des Longitudes. 
Avec des noüces scientifiques. Paris, Gauthier-Yillars. 891 S. 

Das gegenwärtige Annuaire enthält: den Kalender mit astrono- 
mischen und chronologischen Angaben, Masse, Gewichte und Münzen 
aller Staaten der Erde, Tafeln der Zinsrechnung, Geographie und 
Statistik, physikalische und chemische Angaben, sämtliche mit selte- 
ner Vielseitigkeit und DetaiUimng. H. 
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Litterarischer Bericht 

XX. 



Methode und Principien. 

Grandzüge einer Theorie der kosmischen Atmosphären mit Be- 
rflcksichtigang der irdischen Atmosphäre. Bearbeitet auf Grund der 
dynamischen Gastheorie von Wilhelm ScblemüUor, k. k. Haupt- 
mann im 36. Infanterie-Regiment. Prag 18B5. H. Dominicus. 50 S. 

Der Verfasser sucht in dieser Schrift die Atmosphären der Welt- 
körper, unter Voraussetzung gleicher Gültigkeit für alle, durch die 
Relationen zwischen Druck p, Geschwindigkeit der MolecUle t?, En- 
ergie £, Temperatur T und Volum ^ zu charakterisirQu. Durch 
Combination bekannter Resultate und Betrachtungen findet er „für 
mhende, nicht bestrahlte, einfache" Atmosphären : 

^ /!^V - ^— V — /'-^* - l^\^ 

also je 2 bedingt durch einander ohne mögliche Variation mit einer 
zweiten Unabhängigen. Nach seiner Auffassuug bestehen die die 
Atmosphäre ausmachenden Gase aus elastischen Molecüleu in schneller 
Bewegung ohne gegenseitigen Einfluss, bei Zusammeustoss nur ihre 
Bewegungen austauschend, augezogen vom Weltkörper. Er Consta- 
tirt, dass die Grundlagen seiner Theorie in 2 Punkten von den ge- 
wöhnlichen abweichen: erstens nehme er, entgegen Maxwell, welcher 
alle verschiedenen Geschwindigkeiten derMolecüle zuliesse, an, dass 
die Geschwindigkeit aller Molecüle gleich sei und nur in engen 
Grenzen mit der Temperatur variire; zweitens habe er eine Grund- 
gleichung der dynamischen Gastheorie von Clausius „rectificirt'^ 
Erstere Abweichung möchte wol schwerlich für irgend welche Re- 
sultate Folgen haben ; dagegen wirft es ein eigentümliches Licht auf 

Aioh. l. MAtb. u. Phys. 2. Reihe, TeU Y. Heft 4. 4 
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seine Yorstellaogsweise, dass er es f Qr eine natarliche C!onseqnenz 
der Identit&t von Temperator nnd Energie der MolecOle erklärt, dass 
bei gemeinsamer Temperatur sich anch die Geschwindigkeiten aus- 
gleichen mOssten. In den 2 letzten Abschnitten werden, gegenftber 
den einfachen Atmosphären, von denen bisher die Rede war, erst die 
aus verschiedenen Gasen bestehenden Atmosphären, dann näherungs- 
weise die Einflasse der Bestrahlung, Condensation n. s. w. in Betracht 
gezogen. Hoppe. 

Die Gay-Lussac'sche Formel. Eine Abhandlung von Professor 
K. Hullmann. Oldenburg 1886. H. Hintzen. 39 S. 

Die Schrift besteht aus 3 verschiedenartigen Teilen: Kritische 
Aeusserungen des Verfassers Ober die Gay-Lussac*sche Formel, Ant- 
worten auf 3 Recensionen seiner frabern Schrift: „Der Raum und 
seine Erfüllung^ — nebst Abdruck eines Teiles derselben, Sprachver- 
besserungen. Wir beginnen mit dem zweiton Teile. Die genannte 
Schrift ist in der Deutschon Literaturzeitung, im Literarischen Cen- 
tralblatt und in diesem Archiv (litt. Bericht 9. S. 5) besprochen. 
Jede dieser Recensionen ist hier abgedruckt Auf jedes einzelne Ur- 
teil hat der Verfasser eine Antwort^ aber eine ausweichende, welche 
den Sinn nicht zu verstehen scheint Es genQge auf den Fehler hin- 
zuweisen, auf welchen er von zwei Seiten aufmerksam gemacht wor- 
den ist Dass die Annahme, die Körperatome zögen die Aetheratome 
an und worden von diesen abgestossen, ein Grundgesetz der Mechanik 
verletzt, ist ihm zweimal von verschiedenen Referenten gesagt worden ; 
dennoch antwortet er das zwcitemal: „Mir sehr neu^\ Er hat also 
wol das erstemal den Angrifif gar nicht gemerkt. Es ist schon auf- 
fallend, dass er an die Cousequenzen seiner Annahme, nach welcher 
zwei solche Atome in gehöriger Lage eine entsprechende Last un- 
endlich hoch heben und eine unbegrenzte lebendige Kraft aus nichts 
erzeugen mOssten, überhaupt nicht gedacht hat Nun aber sagt er 
recht naiv hierzu : „Ich habe aber von keiner Arbeitsverrichtung ge- 
sprochen^'. Also, was den Irrtum ans Licht bringen wOrde, hat er 
versch^viegen. Was den physikalischen Gegenstand, den des ersten 
Teils der Schrift, die Ausdehnung durch die Wärme betrifft, so 
handelt es sich bis zur letzten Seite nur um die Ungenauigkeit der 
Gaj-Lussac'schen Formel, worOber kaum etwas neues zu Tage kommt.. 
Schliesslich stellt der Verfasser statt der arithmetischen Progression 
V— vo(l-|-oO die geometrische v^vqc^^ auf. Um empirische Bestätigung 
bekümmert er sich nicht In dek* rationellen Horleitung ist die geo- 
metrische Progression schon vorausgesetzt; es ist daher eine Täu- 
schung, wenn er darin eine Begründung sieht Auf das Thema der 
Sprachverbesserungen wird er dadurch geftlhrt, dass jemand seinen 
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Ansdrack ,,Yerhä]tlicb^' für «^proportional^ getadelt hat Eine Vor- 
deutschaog wie diese, ohne Erklärung verst&ndlich, mit dem Vorzog 
nm 2 Silben kftrzer zu sein, kann man wol eher willkommen heissen. 
Ebenso lässt sich die Correction des Ausdrucks «^akustische Durch- 
sichtigkeit^* (der in einigen Schriften stehen soll) in „Durchhörigkeit^ 
nur billigen. Es ist dies ein Beispiel der in der Fachtechnik so 
sehr beliebten poetischen Uebertragung, die aber in der wissenschaft- 
lichen Sprache nur als Verderb zu bezeichnen ist Fehlt nämlich in 
einem Begriffsbezirk das Wort ftlr einen Gegenstand, so greift man 
oft zuerst nach einemfWort aus dem fremden Bezirk; was akustisch 
mysteriös scheint, wird optisch benannt und umgekehrt, z. B. „Far- 
benton'* und „Toufarbe'*. Hiermit will man nicht gelehrt, aber fein- 
fahlend scheinen. In die Sprache der exacten Wissenschaften ist 
jene Sucht nicht merklich eingedrungen , doch vermittelt durch eine 
nebelhafte Philosophie ist auch sie der Gefahr ausgesetzt Ein wich- 
tiger Punkt wird zuletzt genannt: was in der vulgären Sprache 
„Ursache und Wirkung*^ heisst, ist fast immer bloss „Anlass und 
Folge** und sollte, wo es auf Klarheit ankommt, nie anders heissen. 
Hiermit würde man die so häufigen Irrungen, die aus der Nennung 
einer Ursache unter vielen andern unbekannten Ursachen, als ob es 
immer eine Ursache geben mflsste, hervorgehen, ein&ch und populär 
verständlich berichtigen. Hoppe. 



Usus est tyrannus oder Die Hinfälligkeit der Beweise fiär die 
ROckläufigkeit des Raumes. Von Rudolf Otto Gonsentins. 
Karlsruhe 1885. J. J. Reiff. 24 S. 

Dieser Schrift ist eine andre: „Die ROckläufigkeit des Raumes 
ein Irrtum und Ursache weiterer Irrtümer** — 1881 vorausgegangen, 
die erwähnt werden muss, weil der Verfasser darauf Bezug nimmt 
(s. den 267. litt Bericht S. 25.). Die gegenwärtige, welche im 
Grunde das gleiche Thema behandelt, zeugt von einem bedeutenden 
Fortschritt in der Auffassung der Sache und Klarheit der Darstel- 
lung. Sie zuerst hat den Hauptpunkt richtig erfasst, deutiich ge- 
kennzeichnet und dem Urteil eine praktisch wirkungsfähige Richtung 
gegeben. Der Spruch auf dem Titel in origineller Deutung bezeichnet 
treffend den Grundgedanken und Ausgangspunkt. Usus ist hier das 
Symbol der Mathematik, tyrannus bedeutet der Vernunft unzugäng- 
lich. Ausserdem nennt der Verfasser „bewiesen oder exact definirt 
sein** kürzer „existiren** und versteht unter „unendlich** ausschliess- 
lich „absolut (constant) unendlich**. Alles dies ist zwar nicht er- 
klärt, aber so reichlich charakterisirt, dass man Erklärung nicht ver- 
missen kann. Es wird eingeräumt, dass der Usus oft nützlich ist, 
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nor darf man das Attribut Tjrann nicbt yergesscn. Was der Yer- 
nnnft nicht zug&nglich ist, trotz seiner Widersprüche die Herrschaft 
behauptet, kann natürlich kein Glied eines Beweises, keine Basis einer 
Theorie sein. Gegen den Misbrauch zn letzterem Zwecke richtet 
sich die ganze Polemik. Die Annahme, dass Parallelen sich in an- 
endlicher Feme schnitten, sei gestattet, wenn es jemand nützlich 
findet ; aber daraas za schliessen, der Darchschnittspankt könne, weil 
2 Gerade nar einen Pnnkt gemein haben können, nar einer sein, 
ist falsch als Schlnss aas einem Usns. Die Schlosskette wird hier 
in 4 Glieder zerlegt and jedes Glied einzeln gewürdigt. In gleichem 
Falle, meint der Verfasser, würden alle Beweise für die Rücklftafig- 
keit der Geraden sein müssen, nämlich sich aaf eiaen anwissenschaft- 
lichen Usns stützen, and damit wäre ihre HinfäUigkeit bewiesen. 
Einige logische Mängel finden sich in der Darstellung; wir wollen 
sie anzeigen , nicht ain die Thesis damit aazagreifen , sondern am 
den Hauptgedanken ins rechte Licht zu stellen. Die Behauptung 
geht offenbar über das hinaus, was gezeigt ist Es mag wahr sein, 
dass jene hinfälligen Beweise und keine andern aufgestellt worden 
sind, doch ist damit die Aussage in ihrer unbeschränkten Ausdeh- 
nung nicht gerechtfertigt. Noch mehr ist ea zurückzuweisen, dass 
der Verfasser die Thesis seiner ersten Schrift: „Die Rückläufigkeit 
des Raumes ist ein Irrtum'^ — die er in der zweiten in ,;Hinfällig- 
keit der Beweise dafür" verbessert hatte, noch einmal, obwol nur 
vorübergehend, aufnimmt Ferner ist zu bemerken, dass er in seinen 
Beispielen für die Nützlichkeit des Usus| dem Worte einen abwei- 
chenden und unrichtigen Sinn beilegt, in welchem bei der Polemik 
gar nicht davon die Rede ist Die Näherungsrechnung, selbst mit 
Absehen vom Fehler in gewissen Grenzen, ist gar kein usus tyran- 
nus, sondern ein auf exacte Principien basirtes, notwendiges Organ 
der gesamten Naturwissenschaft Es kam darauf an, ob er ein Sym- 
bol, das in eigentlicher Bedeutung widersinnig ist, in manchen Fällen 
für nützlich hielt, und diese Frage ist auf S. 11 bejaht 

Nach Erledigung des angekündigten Gegenstandes kommt der 
Verfasser auf eine (nicht citirte) Recension seiner ersten Schrift zu 
sprechen, mit welcher, trotz einiger nicht stimmenden Angaben, doch 
wahrscheinlich die in diesem Archiv enthaltene gemeint ist Die 
eine Angabe ist geradezu aus der Luft gegriffen, nämlich dass darin 
stehen soll, die Wissenschaft habe den Satz bewiesen. Vorher geht 
kein Satz, sondern nur der Titel der Schrift. Ob nun der Verfasser 
die Rückläufigkeit oder den Irrtum darin mit dem bewiesenen Satze 
gemeint hat, bleibt zweifelhaft; jedenfalls steht in jenem Berichte 
nichts davon. Ferner soll der Referent „zugestanden haben, dass 
der Verfasser der Sache nahe käme". Das ist in der Tat am 
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Schiasse gesagt, aber nicht von der Schrift, sondern vom Versncho 
des Verfassers einen Widersprach^ in den er sich hinein verirrt 
hatte, za erklären. Gleich nachher scheint ein Satz im Texte aas 
Versehen zn fehlen, aaf den sich die daselbst folgenden Worte 
„Jener Vorwarft beziehen. Die sich daran schliessende Rechtferti- 
gung zeigt, dass der Vorwarf gegen die Anwendung des Führens ad 
absardam gerichtet war. Ein Vorwarf ist im Berichte allerdings 
enthalten, sofern die Methode mit einer Illasion verbanden aaftrat 
Man kann bündig aus einer anrichtigen Annahme ein anrichtiges 
Resaltat herleiten, wie es beim indirecten Beweise geschieht. Man 
kann aach, wiewol nicht objectiv bündig, aus einer sinnlosen An- 
nahme ein sinnloses Resaltat folgern oder darch Nachahmang eines 
vom Gegner gemachten falschen Schlusses zu offenbar falschen Re- 
sultaten gelangen und so den Gegner von seiner Incompetenz über- 
zeugen. Immer aber ist letzteres Verfahren unlogisch — denn der 
eine Teil des Schlusses kann nicht gedacht werden — daher die 
Widerlegung des Gegners bloss auf seine Unfähigkeit gebaut den 
Fehler zu entdecken. Jener Bericht sagt dies mit den Worten: 
„Zwischen Unsinn und Unsinn einen strengen Zusammenhang sta- 
tuiren ist unlogisch''. Der Verfasser geht an dieser Stelle, wo er 
seine erste Schrift zu retten sucht, an jener Bemerkung achtlos vor- 
über, als ob er sie nicht verstanden hätte, sagt noch einmal, er hätte 
den Usus als etwas wissenschaftliches ansehen müssen, und widerholt 
nur die frühem Ausfährungen , mit denen er die Gegner ad absur- 
dum geführt hat, ohne sich darüber zu erklären, welche Wirkung 
er einem solchen Verfahren, das ein Undenkbares als gedacht be- 
trachtet, beimisst. Allein jene Bemerkung ist ohne Zweifel recht gut 
verstanden worden, .das zeigt die Tatsache; denn sie bildet die Basis 
und Richtschnur der neuen Bearbeitung. Auf eiu Führen ad absur- 
dum geht letztere nicht mehr aus, sondern stützt alle Widerlegungen 
diroct iiüf den Satz, dass von einem undenkbaren Anfang keine exacte 
Deduction möglich ist. Hat der Verfasser schon früher den Gedanken 
unabhängig von der Rccension gehabt und ihn in der zweiten Schrift 
zu rcalisiren beabsichtigt, so kann es uns nur freuen, die publike 
Priorität wird er uns nicht bestreiten können. 

Weiterhin wird das Verhalten, namentlich der Docenten gegen- 
über den verwerflichen Lehren besprochen und Rat erteilt. Steiner 
nennt den unendlich fernen Punkt eine Redensart, Staudt einen un- 
eigentlichen Punkt, eine Illusion; aber Beide lehren nicht darnach: 
im Vortrag ist derselbe ein eigentlicher Punkt, er wird zur Deduction 
verwandt, und kein Zuhörer oder Leser erfährt etwas von seinem 
Charakter. Der Verfasser wundert sich über den Ausspruch einer 
(ungenannten) „Autorität^^, dass man zur Auffindung mancher Beweis- 
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mittel alldn anf die Phantasie angewiesen sei. Er mag dabei wol 
übersehen haben, dass es sich nm Auffindung, nicht um definitive 
Begründung handelt Ueberdies ist es doch eine BegriffiivmnRrechse* 
lung, wenn jener unelgcntliche Punkt, der sich noch weniger vorstellen 
als denken lässt, unter die Phantasieorzeugnisse gerechnet wird. Sehr 
lebhaft wird nun geschildert, wie die uufassbaren Lehren bezaubern- 
den Eindruck auf die Jugend machen und aller Kritik zum Trotz 
geglaubt werden, wie die Docenten sich s&mtlich gezwungen sehen 
in gleichem Geiste zu lehren, weil stets das Absonderliche den 
grösstcn Eindruck nuicht Alles dies ist bekannt genug. Viele haben 
es erfahren, nur sehr selten wird es ausgesprochen ; anf keinen Fall 
wird es dem Verfasser jemand bestreiten. Am Schlüsse erteilt der- 
selbe aber einen Rat, dessen Erfolglosigkeit er wol nicht überlegt hat 
Um wieviel mehr, meint er, würden die Zuhörer dem Docenten zu- 
jubeln, der ihnen einmal die Wahrheit enthüllte und zeigte, in wel- 
chem falschen Glauben die Menge bisher erhalten worden ist! Ein 
Rätsel übt nur solange Reiz, bis es gelöst ist. Der AufkUrung hat 
die Menge nie zugejubelt Hoppe. 

The fixed idca of astronomical theory. By August Tischner. 
Leipzig 1885. Gustav Fock. 86 S. 

DerVerüasser kann nicht begreifen, wie die Astronomen die Cop- 
pemicanische Weltanschauung beibehalten und die Sonne als ruhend 
betrachten können, da sie doch wissen, dass sie sich bow^t Eine 
Schrift von ihm in gleichem Sinne erschien 1881 und ist im 266. 
litt. Bericht S. 13 besprochen. Hierauf erhielt er durch Briefe reich- 
lich Belehrung. In einer Brochüre hat er die Briefe abgedruckt, 
aber, ohne sie zu erwähnen, ohne also ein Wort zu sagen, ob er 
die Belehrung verstanden und ob er etwas dagegen einzuwenden hätte 
in unveränderter Meinung weiter gesprochen. Auch das Gegenwär- 
tige wiederholt nur mit andern Worten die früheren Auslassun* 
gen, abermals mit Ignoriren eines Berichts, den er selbst der Zn- 
sendung beilegt Der Titel würde daher umgestellt besser zutreffen: 
The fixed idea of August Tischner conccming astronomical theory. 

Hoppe. 

Methodische Anleitung zum Unterricht im Rechnen. Für Lehrer 
und Seminaristen bearbeitet von A. P. L. Cl aussen, Königlichem 
Seminarlehrer zu Bütow. Potsdam 1885. Aug. Stein. 304 S. 

Das Buch teilt sich in „allgemeine und specielle Methodik^ S 
Dem Inhalte nach ist der erstere Teil eine Besprechung der Grund- 
sätze, erst im allgemeinen, dann in Betreff der Bruchrechnung, welche 
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durch Aufnahme der Dedmalhmchrechnang wesentlidi beeinflnsst 
worden ist, der letztere ein ansgeffthrter Lehrgang. Da der Lehr- 
gang aasschliesslich den Unterricht in der Volksschnle im Aoge hat, 
80 würde es der Bestimmung dieses Archivs nicht entsfHrechea auf 
den zweiten Teil näher einzugehen; dagegen sind die im ersten Teile 
dargelegten methodischen Grundsätze auch hier Ton Interesse. Die 
Ziele des Bechenunterrichts sind im allgemeinen richtig charakteri- 
sirt; hierin folgt der Verfasser nur den Aussprachen ^bewährter 
Pädagogen^. Es wird Gewicht gelegt auf die Ersirehnng grösserer 
Selbständigkeit, Selbstcontrole, Selbstrerantwortlichkeit, auf welche 
man froher wenig geachtet hat Die Besprechung Aet Methoden hin- 
gegen lässt feste Begriffe sehr vermissen. Anstatt das Ziel als un- 
verrückbares festzuhalten und die verschiedenen Wege zu kennz^cfa- 
nen, welche dahin führen, werden grossenteils die Wc»ge durch ver- 
schiedene Ziele unterschieden. Das mechanische Verfüiren gilt dem 
YerÜASser von vom herein als ein solches, dass nur mechanische 
Fertigkeit erzeugt, weiterhin, wo er es selbst anwendet, bemerkt er, 
es dürfe nur nicht von AnÜGuig getrieben werden. Doch auch dieses 
ist blosses Vorurteil, von Begründung ist keine Bede. Dem gegen- 
über wird häufig von der illusorischen Phrase des Selbstfindens Ge- 
brauch gemacht, als ob es Methoden gäbe, bei denen das Kind 
„selbst ftode^. Bei jeder Methode, auch der rein mechanischen, 
findet das Kind selbst ein Resultat, es findet, dass seine bestimmte 
Tätigkeit dazu geführt hat, unter Umständen auch, dass es richtig 
ist Dieses Finden meint der Verfasser nicht, er sagt daher anfangs 
Auffinden. Allein dann wird das Auffinden behauptet, aufwiesen 
aber nur das Finden. Es ist geradezu ein Widerspruch, so zu lehren, 
dass zugleich das Kind selbst auffände. In der einen oder andern 
Form zeigt der Lehrer den Weg, und nur so findet das Kind, was 
es finden sollte. Wol kann man die Entwickelung der Fahlheit 
nach eignem Urteile die Wege aufzufinden: d. h. mit Erfolg zu suchen, 
zum Ziele des Unterrichts nehmen. Unter den Lehrweisen aber 
ist wol diejenige am fernsten von diesem Ziele, welche durch eine 
Reihe von Fragen zur Lösung zu fahren sucht; denn sie macht das 
Kind so unselbständig als möglich, weil es doch die Kunst des Lehrers 
in Stellung der Fragen auf der Schule nicht lernen kann. Diese 
Ueberlegung würde manche Urteile des Verfassers aber dieWirining 
der Methoden umkehren; doch genflgt es zu constatiren, dass sie 
Oberhaupt nicht gemacht worden ist Worin nun die verschieden 
benannten Methoden bestehen, ist ans den Angaben, die nicht von 
Weg und Mitteln, sondern nur zum Ziele sprechen, nicht zu er- 
sehen. Erst ans dem ausgefohrten* Lehrgänge kann der Leser sich 
Ober die eine, vom Verfasser gewählte Methode ein Urteil bilden, 
eine Vergleichung mit andern Methoden gibt die Dariegung nicht 
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Heryortretend ist, dass mit den kleinsten Zahlen angehngen nnd 
der Zahlennmfang schrittweise erweitert wird. Hoppe. 

Gmndzflge der Algebra nach Grassmann'schon Prinzipien. Von 
Leopold Schendel. Halle a. S. 1885. H. W. Schmidt. 161 S. 

Das Buch fängt ohne jede Erläuterong so an: „Es seien e, ... 
em und ify ... im zwei Gruppen von m von einander unabhängigen 
Grössen, welche die Eigenschaft besitzen, dass für die ronltiplicative 
Verbindung von zwei den beiden Gruppen angehörigon Grössen die 
Gleichungen 

«x«x = 1, «x«A — oder *x«x = 1, ixex = 

gelten^. Wenn sich jemand gern mit solchen Widersprüchen be- 
fasst, so ist das seine Sache ; jeden Anspruch aber auf Anerkennung 
einer Leistung fOr die Wissenschaft, welche in der hier vorgetragenen 
Doctrin liegen soll, müssen wir entschieden zurückweisen. 

Hoppe. 

Beweis, dass es eine Quadratur des Kreises gicbt, und dass die 
bisher zur Berechnung des Kreises benutzte Ludolpb'scho Zahl etwas 
zu klein ist Ton G. Kerschbaum, Steuerrath in Coburg. Coburg 
1887. £. Riemann jr. 15 S. 

Es werden mehrere angebliche Beweise mit Construction und 
Rechnung geführt, dass der Quadrant der Kreisfläche über r als Ra- 
dius einem gewissen Rechtecke gleich sei, dessen Inhalt richtig als 



r»j/^- 3,144...^* 



ermittelt wird. Die gesamte Behandlung zeigt so viel Geschick und 
gute Auffassung, dass wir den Verfasser für hinreichend befähigt 
halten dürfen, die wenigen falschen Gleichungen und Felilschlüsse, 
welche in sonst richtiger Deduction vorkommen und merkwürdiger- 
weise immer zu demselben Resultate — jenem ganz ungefährlichen 
Irrtome — geführt haben, ohne fremde Hülfe aufzufinden. 

Hoppe. 



Technik. 

Les int^graphes, la courbe integrale et ses applications. J^tude 
sur un nouveau Systeme d'iut^grateurs m6caniques. Par Br. Abdank- 
Abakanowicz. Paris 1886. Gauthier-Villars. 156 S. 
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Integraph nennt der Verfasser ein von ihm erfandenee Instru- 
ment, welches zn einer gegebenen Cnrve die Integralcnrve zeichnet. 
Es unterscheidet zieh also von andern Integratoren, den Planimetem, 
dadurch dass es nicht den blossen Totalwert eines bestimmten Inte- 
grals, sondern die ganze Integralfnnction angibt. Die Integralcnrve 
entsteht hier nach folgendem Princip. Der Punkt R gleitet auf der 
gegebenen Curve, gleichzeitig der Punkt P auf der Abscissenaxe, so 
dass die Projection von PR auf die Axe constant bleibt Der Punkt 
Q erzeugt dann die Integralcnrve, wenn er parallel PR fortrückt und 
mit R gemeinsame Absdsse bebftlt Im Apparat ist Q der Berüh- 
rungspunkt eines auf der Zeichenebene laufenden Rades, dessen 
horizontale Aze normal zu PR erbalten wird. Es folgt nun die Be- 
schreibung des Apparates, dann verschiedener Integraphen und In- 
t^ratoren. Dann werden die Eigenschaften, dann die Anwendungen 
des Integraphen erörtert. Der Anhang enthält noch 3 Noten be- 
treffend die Anwendung des rollenden Rades zur Zeichnung gewisser 
Curven, die Quadratur der Diagramme, welche das Trägheitsdjnamo- 
meter von Desdouits gibt, und die Studien von Coriolis. H. 



Optik, AkuBÜk und Elasticität 

Theoretische Optik gegründet auf das Bessel - Sellmeier'sche 
Prindp. Zugleich mit den experimentellen Belegen. Von Dr. ET. 
Ketteier, Professor an der Universität in Bonn. Mit 44 Holz- 
stichen und 4 litbographirten Tafeln. Brauuschweig 1885. Friedrich 
Vieweg und Sohn. 652 S. 

Der Verfasser dieses Werkes, dem physikalischen PnUicum durch 
langjährige Arbeiten in Wiedemann's Annalen, sowie durch die Auf- 
findung der Grundgesetze der Dispersions- und Absorptionslebre be- 
kannt, beabsichtigt in denselben die theoretische Optik auf der neuen 
Grundlage des Zusammenschwingens der Aether- und Körperteilcheii 
vollständig und einheitlich zu behandeln. Die gesamte Charakterisi- 
rung können wir dem Vorworte entnehmen, welches über alle er- 
forderlichen Punkte deutliche Auskunft erteilt. Das Werk ist (laut 
desselben) wesentlich hervorgegangen aus eignen Arbeiten, welche 
während der letzten 20 Jahre in Poggendorff's und Wiedemann's 
Annalen, Carl's Repertorium, den Monatsber. d. Berl. Akademie, den 
Verhandl. d. naturhist. Vereins für Rheinl.-Westf. u. a. verOffmt- 
licht sind. Doch sind dieselben, teils weil manches hinfi&llig ge- 
worden, teils auch des einheitlichen Gesamtzweckes wegen fast sämt- 
lich völlig umgearbeitet, und ist die frühere analytische Bzeichnnng 
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durch eine nene coQseqiieiitere zu enetsen Tersncht wordea. Eine 
Reihe nener Mitteilnngen i8t dem Bekannten hinsogefftgt, zn er- 
wfthnen die BegrOndang eines exacten Gesetzes der Abhängigkeit 
der brechenden nnd dispergirenden Kraft von der Dichte, eine Er- 
weiterang der Gesetze des Lichtftbergangs zwischen absorbirenden 
Medien, eine BerQcksichtignng der Oberflftchenwirknng, eine Unt»- 
snchnng Aber Strahlen mit maximalen nnd minimalen Dichtigkeits- 
ftndemngen, eine noch notwendige Ergänzung znr Theorie der Total- 
reflexion der absorbirenden Medien, eine Yergieichnng der natttr- 
lichen und magnetisdien Circnlarpolarisation, sowie die Anbtellnng 
eines verallgemeinerton optischen Mediums, welches alle bekannten 
Einzeleigenschaften in sich vereinigt Im praktischen Teile ist hin- 
zugekommen eine umfassende Kritik der Dispersionsformeln mit Be- 
rechnung der neuem Messungen von Sarasin und Langley, sowie 
eine bisher noch nicht in extenso veröffentlichte Experimeutalunter- 
suchung Ober die Dispersion der Dämpfe Dem Titel entsprechend 
umfasst das Werk alle Teile der Optik, welche einer mechanischen 
Behandlung fähig sind, mit einzigem vorläufigem Ausschluss der Beu- 
gungserscheinungen. Als Bessersches Princip wird bezeichnet das 
analytische Resultat der Pendelversuche Bessel's, welches namentlich 
in der Heranziehung des Trägheitsmoments der mitschwingenden 
Luft besteht und fär unendlich kleine Schwingungsbogen hier als 
i^utreffend hingenommen wird, als Sellmeier'sches Princip der Satz 
und die ihm zugrunde liegende Vorstellungsweise, wonach die dioptri- 
sohen Vorgänge auf einem Zusammenschwiugen der beiden Bestand- 
teile der sogenannten ponderabeln Medien beruhen, der Satz näm- 
lich, dass die brechende Kraft eines solchen Mediums gleich ist dem 
Quotienten der lebendigen Kräfte seiner Körper- nnd Aetherteilchen. 
Die Abschnitte des theoretischen Teils sind: die isotropen, die aniso- 
tropen, die drcular und elliptisch polarisirenden Medien. H. 



Der Schall. Von Dr. Adolf Elsas. Leipzig 188^. G. Frey- 
tag. Prag, F. Tempsky. 218 S. 

Das Vorliegende ist eine populäre Akustik. Ohne Voraussetzung 
wissenschaftlicher oder technischer Vorbildung werden die Begriffe 
und Erscheinungen in vielseitigster Richtung erklärt, die zur Vor- 
stellung ausreichenden Grössenangaben gemacht, und die einfachsten 
Experimente mit Abbildung der Apparate beschrieben. Auf Berech- 
nung der Schallbewegung geht natürlich das Buch nicht ein, ebnet 
aber in leicht verständlichem Vortrag den Boden des Studiums durch 
exact richtige, mit der Wissenschaft harmonirende AuiEassung, wobei 
namentlich die Hervorhebung des Wesentlichen in jeder Beschrd- 
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b«iig sehr zu schätzen ist Die Bearbeitang kann wol in jeder Be- 
ziehung eine TorzQgliche genannt werden. H. 



Kritischer Versuch Ober ein Haass fOr Schall-Intensitäten. Von 
M. von Banmgarten. Wien 1886. Carl Tenfen. 15 a 

Während das Ohr die Verdoppelung der Schwingnngszahl un- 
mittelbar empfindet, fehlt ihm die entsprechende Empfindung für 
Verdoppelung der Amplitude. Der Verfasser hegt nun die Hofifnung, 
dass sich die directe Unterscheidung der doppelten Intensität durch 
Uebung erzielen lassen wärde, indem er darauf hinweist, dass auch 
die Toninteryallenscala nur durch Uebertragung von einem Cultur- 
volke zum andern zum Allgemeingut geworden, nicht von jedem 
einzeln gefunden sei. Zu diesem Zwecke würde man damit zu be- 
ginnen haben, eine vergleichende Messung der Tonstärke zuwege zu 
bringen. Er schlägt vor, die Ausbauchung einer Membran galvanisch 
zu messen, welche durch verschiedene Instrumente in Mitschwingnng 
versetzt wird. Weiterhin bespricht er, das Thema verlassend, einige 
psychologische Fragen , namentlich das Gedächtniss für Tonstärken 
betreffend, und gibt dafür einen Versuch an. H. 



Vermischte Schriften. 

Nieuw Archief voor Wiskunde. Deel Xm. Amsterdam 1887. 
J. F. Sikken. 

Der 18. Band enthält folgende AuÜBätze: 

P. H. Schonte: Ueber die Aufsuchung von Curven mit Mittel- 
punkt in einem Cnrvenbündel 8. Grades. — Untersuchung der Be- 
wegung eines Punktes , auf den von einem Centmm aus 2 Kräfte 
ar-^ und hr-^ (m, n ganze Zahlen) wirken, und der eine gegebene 
Anfangsgeschwindigkeit normal zum Badiusvector hat (Preisfrage.) 

P. van Oeer: Die Kegelschnitte im Räume. 

H. Ekama: Die Lissajous'schen Figuren. 

J. Cardinaal: Bemerkungen auf Veranlassung einiger Sätze 
aus der Lehre von den Flächenbündeln 2. Ordnung. H. 



Bulletin of the Philosophical Society of Washington. Vol. VIL 
IX. Washington 1885. Published by the Cooperation of the Smith- 
sonian Institution. 
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